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En este trabajo se realiza un análisis teórico – mediante simulaciones – del movimiento de un dipolo
magnético al ser dejado caer sobre un plano dematerial superconductor, suponiendo diferentes valores
de las magnitudes que caracterizan dicho sistema como pueden ser: la geometría del dipolo, la altura
desde la que comienza a caer, la orientación inicial o las velocidades de rotación inicial alrededor de




This paper covers a theoretical analysis – through numerical simulations – of the movement of a mag-
netic dipole when it is lent to fall on a plane of superconducting material. Differents values of the mag-
nitudes that characterize the system are considered, such as: the geometry of the dipole, the height
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En este capítulo se introducen los conceptos de levitación y superconductividad, a partir de los
cuales es posible definir el fenómeno de la levitación por superconductores, en el que se basa es-
te trabajo fin de máster. Para contextualizar este fenómeno es necesario, además, incluir algunos
principios del electromagnetismo como: campos electromagnéticos, magnetización y dipolos mag-
néticos, o ciertos conceptos adicionales como: estabilidad magnética o tipos de superconductores.
1.1 Levitación
La levitación se puede definir como el equilibrio estable de un cuerpo sin que exista contacto físico con
un objeto sólido. [1] Para que un objeto levite es necesario contrarrestar la fuerza de la gravedad, cuya
acción es ubicua, con una fuerza de repulsión que consiga mantener dicho objeto flotando sobre la
fuente de fuerza o una fuerza de atracción generada por encima del objeto que permita mantener a
este en suspensión de forma estable.
En función del origen de la fuerza generada para contrarrestar el efecto de la fuerza gravitatoria y con-
seguir que un objeto levite, se diferencian los siguiente métodos: [2]
Levitación aerodinámica: Empleo de la presión ejercida por un chorro de gas para controlar la dinámi-
ca de un objeto flotando.
Levitación óptica: Empleo de la presión de radiación ejercida sobre una superficie sólida por la trans-
ferencia de fotones.
Levitación acústica: Empleo de la presión de ondas acústicas emitidas, no necesariamente en frecuen-
cias perceptibles por el oído humano, por un transductor y usando una configuración de reflector.
Levitación electrostática: Empleo del campo eléctrico para mantener en suspensión un objeto cargado
eléctricamente, de manera que se encuentre en equilibrio mediante un campo eléctrico con control de
realimentación, generado por un conjunto de electrodos alrededor de la muestra. No existen configu-
raciones de campos magnéticos estáticos que puedan hacer levitar una partícula cargada, de acuerdo
al teorema de Earnshaw enunciado a continuación.
Levitación magnética: Empleo del campo magnético para conseguir mantener levitando un objeto con
propiedades magnéticas. Al igual que en la levitación electrostática, no es posible conseguir mantener
en suspensión de manera estable un objeto usando un campo magnético estático pero, a diferencia de
esta, puede llevarse a cabo mediante la acción de un campo magnético con control de realimentación
o empleando materiales diamagnéticos o superconductores.
La definición de estabilidad como el mínimo de energía potencial no es suficiente para comprender la
levitación electrostática o magnética; puesto que no debe considerarse únicamente la estabilidad del
cdm del sólido, sino que es necesario adquirir estabilidad en una orientación determinada de dicho
cuerpo. Además, si el cuerpo que levita es deformable añade cierta complejidad adicional. [1]
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Samuel Earnshaw determinó que un sistema de partículas no podía estar en equilibrio estable si las
fuerzas involucradas se definían mediante una ley cuadrática inversa, como sucede con la fuerza gravi-
tatoria, eléctrica y magnética. En 1842, enunció un teorema aplicado al campo eléctrico, cuya extensión
incluyendo al campo magnético puede enunciarse de la siguiente forma: [3,4]
Teorema de Earnshaw
Un sistema de cargas eléctricas (o dipolos magnéticos) no pueden mantenerse en una condición
de equilibrio estable estacionario bajo la única influencia de un campo eléctrico (o magnético)
externo estático
Existen, sin embargo, ciertos sistemas donde es posible la levitación magnética como los comentados
anteriormente. En concreto, en este trabajo nos centramos en los sistemas constituidos por imanes
permanentes y materiales superconductores.
1.2 Principios del electromagnetismo
Un campo electromagnético puede ser descrito por las siguientes cuatro magnitudes:
















Cuando no hay variación temporal en estas, las magnitudes del campo eléctrico (E,D) son independien-
tes de las magnitudes del campo magnético (H,B). Sin embargo, en los casos en los que en los que
existe dependencia temporal, estas magnitudes eléctricas y magnéticas se encuentran acopladas, esto
es, una variación temporal de (E,D) provocan una variación en (H,B) y al contrario. [5]
Las propiedades electromagnéticas de los materiales se encuentran gobernadas por las denominadas
relaciones constitutivas entre E, D, H y B, las cuales conforman las ecuaciones de Maxwell:
Ecuaciones de Maxwell
Ley de Gauss para el campo eléctrico
Ley de Lenz-Faraday
Ley de Gauss para el campo magnético
Ley de Ampère generalizada
Generales
∇ ·D = ρE (1.1)
∇×E = – 6B6t (1.2)
∇ ·B = 0 (1.3)
∇×H = J+ 6D6t (1.4)
Simplificadasa
∇ ·D = ρE (1.5)
∇×E = 0 (1.6)
∇ ·B = 0 (1.7)
∇×H = J (1.8)
Las ecuaciones 1.7 y 1.8 son las utilizadas para describir los fenómenos magnéticos bajo ciertas simpli-
ficaciones, como las empleadas en este TFM.







de forma que, fuera de un cuerpo magnetizable, el vector M adquiere un valor nulo y, por tanto esta
relación se simplifica y queda como:
B = μ0H (1.10)
El flujo magnético a través de una superficie cerrada es siempre nulo; lo que simboliza que las cargas
magnéticas puntuales no existen y las líneas de campo magnético no pueden comenzar ni terminar en
ningún punto del campo como se desprende de la ecuación 1.7.
a En ausencia de campos variables con el tiempo, en el espacio libre
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Un dipolo magnético es un elemento puntual caracterizado por un potencial vector:
A = μ04π
μ× (r– r′)∣∣r– r′∣∣3 (1.11)
que produce un campo magnético con el siguiente valor:










∣∣r– r′∣∣2∣∣r– r′∣∣5 (1.12)
er
eθ
Figura 1.1 Líneas de campo de un dipolo magnético
En la la figura 1.1 se representan las líneas de campo de un dipolo magnético – definidas como el lugar
geométrico de los puntos del espacio cuya tangente en un punto tiene la dirección del campo en ese
punto –, la cual posee la misma estructura que el campo eléctrico de un dipolo eléctrico: líneas en forma
de lóbulos que van del polo norte del dipolo hacia el polo sur. [6,7,8,9]
La cantidad que caracteriza a un dipolo es su momento dipolar magnético, μ, cuya magnitud en el
Sistema Internacional es 1A·m2. Este valor es muy grande para las situaciones habituales. Por ejemplo,







Existen dos visiones de los dipolos magnéticos: [11]
• Modelo de Àmpere: Considera un dipolo magné-
tico como una pequeña espira de corriente, la cual
define una cara norte (de la que salen las líneas del
campo magnético) y una cara sur (por donde en-
tran), de acuerdo con la regla de la mano derecha.
Lleva siempre aparejado un momento angular.
• Modelo de Gilbert: Supone la existencia de polos
magnéticos separados en el interior de un dipolo,
de forma que cada dipolo está constituido por un
polo norte (fuente de campo magnético) y un po-








Figura 1.2 Modelo de dipolo magnético
Desde el punto de vista del campo que producen, ambos modelos son indistinguibles salvo en la posi-
ción puntual donde se encuentra el dipolo, la cual no suele ser accesible; de modo que, usualmente, se
usa el modelo de Gilbert (similar al dipolo eléctrico) para formular las ecuaciones de forma más simple.
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1.2.1 Magnetización
Se denominanmaterialesmagnéticos a aquellos que, ante la aplicación de un campomagnético externo,
los espines de los electrones que los conforman y sus momentos orbitales se ven sometidos a una
ordenación tal que sus momentos dipolares magnéticos se alinean en ciertas orientaciones cuantizadas.
Este fenómeno se designa como magnetización y, si un material magnético es magnetizado de manera
uniforme, el momento magnético por unidad de volumen se llama polarización magnética o intensidad
de magnetización.
Si la alineación magnética neta es, generalmente, en la misma dirección que el campo aplicado, el mate-
rial se dice que es paramagnético; sin embargo, si la alineación magnética neta es predominantemente
opuesta al campo aplicado, se dice que el material es diamagnético.
En estos materiales existe una temperatura máxima a la que las propiedades magnéticas desaparecen
como consecuencia de la agitación térmica, denominada temperatura de Curie. [12,13]
Figura 1.3 Ferromagnetismoa
a Ordenamiento de dominios magnéticos
Ferromagnetismo
En un material ferromagnético, la aplicación del campo
magnético dota a este de un ordenamiento magnético de
largo alcance de los momentos dipolares magnéticos (debi-
do a la interacciónmecánica a nivel atómico) en lamisma di-
rección y sentido en una región denominada dominio, aún
tras la desaparición posterior de dicho campo.
La magnetización de un material ferromagnético proviene
del crecimiento de los dominios del material en la dirección
del campo magnético exterior aplicado, en lugar del reor-
denamiento de los dominios en la dirección y sentido de
dicho campo. De esta manera, el alineamiento de los áto-
mos puede dotar a los materiales ferromagnéticos de un
magnetismo permanente en ausencia de un campo mag-
nético externo. En general, el grado de magnetización de
un material depende de la dirección de la intensidad del
campo magnético externo aplicado. [13]
1.2.2 Corrientes parásitas
La ley de Faraday indica que el flujo del campo magnético a través de una superficie que cambia con el
tiempo, bien porque el campo magnético cambia, porque lo hace la superficie o la posición relativa de
ambos, surge una fuerza electromotriz inducida. Esta hace que aparezca una corriente inducida K que,
cuando no es forzada a circular por un conductor bien definido, sino que lo hace a través de un material
metálico de volumen no despreciable, reciben el nombre de corrientes parásitas o de Foucault. Cuando
atraviesan un campo magnético, provocan una fuerza magnética sobre las cargas en movimiento. [14]
Freno magnético
Una aplicación de las corrientes parásitas es el
llamado freno magnético, donde una de las
múltiples concepciones del mismo consta de
un disco de metal conductor en rotación de
modo que, en cada instante, hay una porción
del disco situado en una zona donde existe un
campo magnético perpendicular al plano, ge-
nerado por un par de imanes situados sobre el
disco y por debajo de este, respectivamente.
Como la superficie del disco atravesada por el
campo magnético, generado por los dos ima-
nes, cambia con el tiempo, aparecen unas co-
rrientes parásitas en el disco, que provocan
una fuerza magnética que se opone a la rota-




Figura 1.4 Freno magnéticob
b Aplicación de las corrientes inducidas
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1.3 Superconductividad
En 1908 Heike Kamerlingh Onnes consiguió por primera vez licuar helio que, a presión atmosférica,
hierve a una temperatura de 4.2K. A partir de entonces comenzó a estudiar las propiedades eléctricas,













Figura 1.5 Resistividad frente a temperatura
En 1911, al medir la resistividad de una mues-
tra de mercurio (líquido a temperatura ambien-
te con el que podía usar un proceso estándar
de destilación para obtener gran pureza), cuan-
do la temperatura descendió hasta un valor cer-
cano a 4.2K, Onnes y sus colaboradores observa-
ron que la resistividad disminuía prácticamente
a cero, lo que implicaba una reducción de seis
ordenes de magnitud. [5] Con este experimento
demostró que, en ausencia de impurezas, la re-
sistividad de metales muy puros disminuye con-
forme desciende la temperatura.
En 1913 descubrió la existencia de un valor um-
bral de densidad de corriente que puede asumir
la muestra superconductora antes de revertir el
estado y comportarse nuevamente como un con-
ductor normal, cuyo valor aumenta conforme la
temperatura disminuye por debajo de la tempe-
ratura crítica.
Por estos hallazgos, por los que se le concedió
el premio Nobel de Física de 1913, se considera
a Onnes como descubridor del fenómeno de la
superconductividad. [17]
En 1914 observó la existencia de un valor crítico de intensidad de campo magnético, que depende de













FritzWaltherMeissner junto con Robert Ochsenfeld descubrieron, en 1933, al observar que un supercon-
ductor era expulsado de un campo magnético el denominado efecto Meissner-Ochsenfeld mediante
el cual, por debajo de la temperatura crítica, los metales se convertían en diamagnéticos perfectos.
Gorter y Casimir contribuyeron en 1934 a que se entendiera la superconductividad con el modelo de
los dos fluidos, de acuerdo con el cual a lo largo del superconductor hay dos flujos de corriente, uno
superconductor y otro normal. La fracción de electrones superconductores aumenta al bajar la tem-
peratura, de forma que al llegar a temperaturas cercanas al cero absoluto todos los electrones están
condensados en un superfluido.
En 1950 Reynolds, Serin y Maxwell comprobaron experimentalmente que la temperatura crítica estaba
relacionada con la masa de los iones del material, lo que se conoce con el nombre de efecto isotópico
y que hace pensar en la interacción de los electrones conductores con la red cristalina.
En ese mismo año, Herbert Frölich descubrió la interacción entre electrones y fonones (cuantos de
vibraciones de la red cristalina), sentando las bases de la TeoríaMicroscópica de la Superconductividad.
La teoría básica de la interacción de un superconductor con un campo magnético externo la desa-
rrolló, en 1957, Alexei A. Abrikosov (premio Nobel de Física de 2003) en la que describía que el campo
magnético, o bien es expulsado completamente de los que se denominan superconductores tipo I; o
bien penetra parcialmente por los bordes en forma de vórtices cuánticos, creándose una estructura
magnética ordenada llamada red de Abrikosov, en los llamados superconductores tipo II. [17,18]
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1.3.1 Efecto Meissner-Ochsenfeld
Este fenómeno, que aparece cuando un material adquiere estado de superconductor, provoca la exclu-
sión de flujo magnético que atraviesa al material por la aparición de un campo magnético interno de
manera que, se consigue un campo magnético nulo en el interior del material.
Esta restricción de campo magnético nulo en el interior del material superconductor hace que el efecto
difiera del de un diamagnético perfecto que surge de la ausencia de resistencia eléctrica. [9,19,20]
En el caso de unmaterial conductor inmerso en un campomagnético, sometido a baja temperatura para
enfriarlo hasta conseguir el estado de resistencia nula (diamagnético perfecto), el campomagnético per-
manece inalterable, atravesándolo. Sin embargo, el comportamiento magnético de un superconductor
es tal que, el campo magnético al que estaba sometido inicialmente es excluido cuando la temperatura
disminuye lo suficiente como para alcanzar la fase de cambio del estado superconductor. [17]
1.3.2 Modelo de los dos fluidos
En 1934, Cornelius Gorter y H.B.G. Casimir encontraron que muchas de las propiedades de los super-
conductores, incluyendo el efecto Meissner–Ochsenfeld, puede ser explicado mediante una relación
constitutiva de densidad de corriente en un material en estado superconductor:
J = Jn+ Js (1.15)
siendo Jn y Js densidades de corriente de electrones normales y superconductores, respectivamente.
Estas teorías se han desarrollado de manera paralela a las teorías de la superconductividad. [5,17]
1.3.3 Efecto isotópico
Este efecto, observado en los materiales superconductores, consiste en la variación de ciertas de sus
propiedades, como pueden ser la temperatura (temperatura crítica, Tc) o el campo magnético (campo
magnético crítico, Hc), al emplear muestras constituidas por distintos isótopos.
En concreto, la temperatura crítica, en muchos casos, disminuye según aumenta la masa atómica M de





Sin embargo, se ha visto que con superconductores no convencionales (es decir, aquellos que no están
explicados dentro de la teoría BCS, entre los que se incluyen los de alta temperatura) esta regularidad
tiene muchas excepciones. [18,21]
1.3.4 Teoría BCS
La primera Teoría Microscópica de la Superconductividad, conocida como Teoría BCS fue desarrollada,






Figura 1.6 Par de cooper (electrón-fonón)a
a Diagrama de Feynman de la interacción e–-γ
La idea fundamental es que, a bajas temperatura, elec-
trones de espín contrario se aparean por medio del in-
tercambio de un fonón (cuasipartícula que se halla en
redes cristalinas como la red atómica de un sólido) de
modo que, la interacción electrón-fonón es atractiva y
provoca el enlace de dos electrones, formando lo que se
denomina un par de cooper.
Estos, que no obedecen el principio de exclusión de Pauli,
condensan en un estado cuántico fundamental, fluyendo
sin impedimentos por el interior de la red cristalina de
manera colectiva y coherente.
Desde un punto de vista teórico, a partir de 1964 se proponen importantes aportaciones centradas en
explicar el comportamiento de los superconductores de altas temperaturas, las que suponen que en
el mecanismo de la superconductividad no solo intervienen las vibraciones de los electrones, sino que
pueden intervenir incluso los electrones ligados en los enlaces químicos. [17]
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En el modelo estándar los fermiones se
describen como un tipo de partícula fun-
damental con espín semi-entero y como
los constituyentes de la materia, mientras
que los bosones son un tipo de partícula
fundamental caracterizados por un valor
de espín entero y por ser portadores de
fuerza. De esta forma, un único electrón
(fermión) se une a otro de la misma na-
turaleza para crear un par de electrones
de manera que la pareja adquiere un va-
lor de espín entero (bosón), lo que impli-



































































































Figura 1.7 Modelo estándar de partículas [22]
Asimismo, un par de Cooper puede interactuar con otros electrones, de manera que la interacción entre
estos se determina mediante la estadística Bose-Einstein, que es una descripción de cómo las partículas
indistinguibles pueden ocupar diferentes estados de energía disponibles.
Dos bosones con idénticas propiedades pueden estar en el mismo lugar y el mismo instante mientras
que, de acuerdo al principio de exclusión de Pauli, dos fermiones no. No hay un límite de número de
bosones que pueden ocupar el mismo estado cuántico. Además, pueden intercambiarse dos bosones
del mismo tipo y el sistema completo no se ve alterado, entonces se dice que la función de onda del
sistema no se ha alterado. [23,24,25]
1.3.5 Tipos de superconductores
En función del comportamiento del campo magnético en el interior de los materiales, al alcanzar pro-

















Figura 1.8 Superconductores tipo I y II
• Superconductores tipo I: Levitación repulsiva, ba-
sada en la exclusión de flujo por completo (efecto
Meissner). En el régimen denominado tipo I, la
totalidad del campo bajo el plano superconductor
es nulo, esto es, las corrientes inducidas generan
el suficiente flujo como para cancelar el flujo del
dipolo fuente por debajo del superconductor
• Superconductores tipo II: Levitación repulsiva
(o por suspensión), basada en la exclusión y
atrapamiento parcial de flujo. El anclaje del campo
magnético tiene lugar en los defectos de la estruc-
tura cristalina del superconductor, por lo general,
límites de grano o impurezas. Por estos pequeños
vórtices cuánticos, denominados de Abrikosov,
circula a gran velocidad una corriente eléctrica,
de manera que se quedan fijadas al material
superconductor. Muestran una transición desde el
estado normal al superconductor de manera gra-
dual, a través de una región de comportamiento
mixto:
– Estado IIa: Comportamiento superconductor,
equiparable a los conductores tipo I
– Estado IIb: Comportamiento mixto, donde
parte del flujo es atrapado y anclado en el in-
terior del material superconductor
La categoría de superconductores tipo I, también conocidos como superconductores débiles, está prin-
cipalmente compuesta por metales y metaloides, que muestran algún tipo de comportamiento conduc-
tor a temperatura ambiente. Requieren de una muy baja temperatura para ralentizar suficientemente
las vibraciones moleculares y facilitar el flujo de electrones sin impedimentos; momento en el cual
muestran una transición muy abrupta hacia el comportamiento superconductor. [27]
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A excepción de los elementos V, Tc y Nb, la categoría de los superconductores tipo II, también conocidos
como superconductores fuertes, la forman los compuestos metálicos y las aleaciones.
Su temperatura crítica es mayor que en los superconductores tipo I, por un mecanismo que no se
comprende completamente (se presupone que está relacionado con la distribución en capas de las
estructuras cristalinas de los compuestos), y la transición desde el estado normal al superconductor es
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Figura 1.9 Elementosa con comportamiento superconductor [29,30,31]
a Superconductores tipo I salvo V, Nb y Tc, que son superconductores tipo II
Algunas observaciones reseñables son:
• Los elementos ferromagnéticos no son superconductores
• Los mejores conductores eléctricos (Ag, Cu, Au, …) no son superconductores
• El elemento con una temperatura crítica más baja es Rh con un valor 3.3×10–4K, mientras que el
elemento con mayor temperatura crítica a presión ambiente es Nb con un valor de 9.20K
En 1962, Brian David Josephson realizó una importante predicción: una corriente eléctrica puede fluir
entre dos elementos superconductoras separados por una fina capa aislante. [32]
Este efecto que fue corroborado experimentalmente un año después y por el cual recibiría el premio
Nobel de Física de 1973, denominado efecto Josephson, cuyo origen se remonta al efecto túnel, es
ampliamente utilizado en elementos como los SQUIDs (Superconducting Quantum Inteference Device)
para medir los campos magnéticos.
A raíz de los primeros descubrimientos de Onnes, la superconductividad se observó en multitud ma-
terialesb como sucedió en 1930 cuando se utilizó una aleación de BiPb, considerado como el primer
superconductor tipo II investigado.
En 1986 acontece un hecho muy importante en este campo: se descubre, en unos óxidos de cobre
con estructuras de perovskita – propia de materiales ferroeléctricos – una transición a estado super-
conductor a una temperatura crítica superior a la del nitrógeno líquido, lo que supuso el paso a los
superconductores de alta temperatura (HTSC). [17]
b Figura 1.10






















































Figura 1.10 Descubrimiento cronológico de elementos superconductores según el materiala
a Superconductores BCS, superconductores de fermiones pesados, superconductores covalentes,
superconductores basados en hierro, fullerenos superconductores, cupratos
En la última década se han descubierto multitud de nuevos materiales superconductores a tempera-
turas mucho más elevadas (temperatura ambiente), denominados RTSC (Room Temperature Supercon-
ductors), lo cual podría suponer una revolución enorme en caso de poder ser utilizados en aplicaciones
prácticas. [33,34,35]
1.4 Levitación por superconductores: Aplicaciones
Una aplicación de la superconductividad se encuentra en los vehículos magnéticamente levitados. [1]
Levitación electrodinámica (EDL) o levitación repulsiva
Utiliza grandes imanes superconductores alojados en el vehículo, que generan corrientes inducidas
sobre una guía o raíl situada bajo el mismo.
El SCMaglev (maglev superconductor, formalmente llamado MLU) es un ferrocarril magnéticamente
levitado desarrollado por la compañía Central Japan Railway Company y la empresa de investigación
técnica Railway Technical Research Institute. En abril de 2015 alcanzó una velocidad de 603km/h, esta-
bleciendo así un nuevo récord de velocidad para vehículos por raíles. [36]
El sistema utilizado consta de imanes superconductores y guías con dos pares de bobinas de metal con
forma de 8 a lo largo de las paredes, conectadas entre sí por debajo de la pista del tren.
Dado que, a baja velocidad, el tren se sitúa por debajo del centro de las bobinas, emplazadas en las guías
por las que este circula, se crea un campomagnético repulsivo opuesto al polo del imán superconductor
– de acuerdo con la ley de Lenz – y un polo por encima del mismo, que lo atrae.
A medida que el tren acelera, el campomagnético producido por los imanes superconductores inducen
una corriente en las bobinas, debido al efecto de inducciónmagnética del campomagnético, demanera
que cuando alcanza una velocidad suficiente (alrededor de 150km/h) consigue hacer que el tren levite
sobre las guías. Estas sirven, además, como fuerzas estabilizadoras debido a que están interconectadas




En este capítulo se describe el conjunto de ecuaciones que determinan la evolución de un sólido
rígido que se deja caer desde cierta altura, sometido a determinadas fuerzas y pares.
Para ello es necesario introducir un sistema de referencia respecto al cual se define la posición y
orientación de dicho sólido.
2.1 Sistema de referencia
El movimiento general de un sólido rígido se caracteriza por seis grados de libertad que, por el teore-
ma de Chasles, puede descomponerse en una traslación de un punto del sólido (caracterizado por tres
grados de libertad) junto con una rotación de este (definido mediante otros tres grados de libertad)
alrededor de dicho punto considerado como fijo en la rotación. [39]
La traslación de un sólido se define mediante las coordenadas de un punto concreto del mismo, deno-
minado centro de reducción, respecto del sistema de referencia fijo {0}:













Figura 2.1 Sistemas de referenciaa
a Sistema de referencia fijo {0}, sistema de referencia {1} si-
tuado sobre el cdm del sólido rígido (paralelo al {0}) y
sistema de referencia {4} ligado al sólido
La orientación de un sólido se puede definir mediante:
• Matriz de rotación, de 9 elementos sometidos a
seis vínculos, que relaciona un sistema de referen-
cia {4} ligado al sólido con el fijo {0}
• Orientación del eje de giro usando dos ángulos y
el ángulo de giro alrededor de este eje
• Parámetros de Euler, que son un conjunto de cua-
tro variables, con un vínculo
• Parámetros de Cailey-Klein, que interpreta las ro-
taciones con números complejos
• Rotación general del sólido respecto a un sistema
de referencia {1} paralelo al fijo {0}:
x1 ‖ x0 y1 ‖ y0 z1 ‖ z0
mediante una composición de tres rotaciones in-
dividuales sobre diferentes ejes
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Dentro de este último grupo se establecen dos categorías para definir la orientación del sistema de
referencia, en función de la secuencia de ejes en torno a los que este rota:
• Ángulos de Euler: El primer y el último eje de giro coinciden
• Ángulos de Tait-Bryan: Los tres ejes de giro son distintos
Estas rotaciones pueden definirse en torno a unos ejes fijos o alrededor de unos ejes intrínsecos, siendo
esta segunda definición la empleada a continuación.
2.1.1 Ángulos de Euler
Uno de los sistemas más empleados con esta formulación es el denominado sistema z1x2z3, caracteri-
zado por las siguientes rotaciones:
• Precesión (ϕ)
Rotación del sistema de referencia {1} –




– alrededor del eje z1, definiendo el sis-
tema de referencia {2}
• Nutación (θ)
Rotación del sistema de referencia {2} –




– alrededor del eje x2, definiendo el sis-
tema de referencia {3}
• Rotación propia (ψ)
Rotación del sistema de referencia {3} –




– alrededor del eje z3, definiendo el sis-
tema de referencia {4} ligado al sólido,




Cada una de estas transformaciones se definen mediante una ma-
triz de rotación, de forma que el producto de dichas matrices hace
posible pasar entre dos sistemas cualesquiera.
Figura 2.2 Ángulos de Euler z1x2z3a
a Definición de los sistemas de referencia {2}, {3} y {4} a partir del sis-
tema de referencia {1} – paralelo al fijo {0} y situado en el cdm del
sólido rígido – mediante giros de ángulos ϕ, θ y ψ alrededor de los



















El origen de los nombres precesión, nutación y rotación proceden del análisis del
movimiento terrestre los cuales hacen referencia al movimiento alrededor del
eje terrestre, el movimiento de dicho eje que provoca que la estrella situada en
el polo norte celeste vaya cambiando en el tiempo y al cambio en la inclinación
del eje terrestre, respectivamente. [39]
2.1.2 Ángulos de Tait-Bryan
El sistema z1y2x3 es de gran utilidad en el ámbito de la aeronáutica, define los denominados ángulos
de navegación y son utilizados para indicar el posicionamiento de una aeronave mediante tres giros
consecutivos:
• Guiñada: Rotación alrededor del eje vertical z1 perpendicular al avión
• Cabeceo: Rotación alrededor del eje y2 que une las alas del avión
• Alabeo: Rotación alrededor del eje x3 que une la cola y el morro del avión
En este TFM se utilizará el sistema x1y2z3 con el que la orientación del sistema de referencia {4} ligado
al sólido se determina mediante una secuencia de tres rotaciones alrededor de uno de los ejes que




)T con i = {1,2,3} (2.2)
A continuación se desarrollan cada una de las rotaciones que conforman el sistema x1y2z3, teniendo
en cuenta que las matrices de rotación son ortogonales, esto es, cumplen la siguiente relación:
R–1 = RT (2.3)
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2.1.2.1 Rotación alrededor del eje x1
Sistema {2/1}: Movimiento en el plano y1z1
A partir del sistema de referencia {1}, definido como paralelo al sistema de referencia fijo {0} y situa-










Figura 2.3 Rotación 3D alrededor del eje x1a
a Definición del sistema de referencia {2} mediante un giro
de ángulo ϕ alrededor del eje x1 del sistema de referen-
cia {1}





y caracterizado por un giro de ángulo ϕ alrededor
del eje x1 mediante la matriz de rotación:
Rϕ =
1 0 00 cosϕ –senϕ
0 senϕ cosϕ
 (2.5)
Las coordenadas en el sistema de referencia {2} se
expresan en función de las coordenadas del sistema
de referencia {1} como:(
x2 y2 z2
)T = Rϕ (x1 y1 z1)T (2.6)










Figura 2.4 Rotación 2D alrededor del eje x1b
b Proyección del sistema de referencia {2} definido me-
diante un giro de ángulo ϕ alrededor del eje x1 del sis-






donde la matriz de rotación que enlaza ambos sis-
temas de referencia es:
RTϕ =
1 0 00 cosϕ senϕ
0 –senϕ cosϕ
 (2.8)
De esta manera, los vectores unitarios que definen
el sistema de referencia {2} en función de los vecto-
res unitarios del sistema de referencia {1} son:
i2
∣∣
1 = i1 (2.9)
j2
∣∣
1 = cosϕ j1+senϕk1 (2.10)
k2
∣∣
1 = –senϕ j1+cosϕk1 (2.11)
A partir de la expresión ecuación 2.7 es posible obtener los vectores unitarios que definen el sistema
de referencia {1} en función de los vectores unitarios del sistema de referencia {2} como sigue:
e1
∣∣
2 = Rϕ e2 (2.12)
i1
∣∣
2 = i2 (2.13)
j1
∣∣
2 = cosϕ j2 –senϕk2 (2.14)
k1
∣∣
2 = senϕ j2+cosϕk2 (2.15)
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2.1.2.2 Rotación alrededor del eje y2
Sistema {3/2}: Movimiento en el plano x2z2











Figura 2.5 Rotación 3D alrededor del eje y2a
a Definición del sistema de referencia {3} mediante un giro
de ángulo θ alrededor del eje y2 del sistema de referen-
cia {2}





y caracterizado por un giro de ángulo θ alrededor
del eje y2 mediante la matriz de rotación:
Rθ =
 cosθ 0 senθ0 1 0
–senθ 0 cosθ
 (2.17)
Las coordenadas en el sistema de referencia {3} se
expresan en función de las coordenadas del sistema
de referencia {2} como:(
x3 y3 z3
)T = Rθ (x2 y2 z2)T (2.18)










Figura 2.6 Rotación 2D alrededor del eje y2b
b Proyección del sistema de referencia {3} definido me-
diante un giro de ángulo θ alrededor del eje y2 del sis-






donde la matriz de rotación que enlaza ambos sis-
temas de referencia es:
RTθ =
cosθ 0 –senθ0 1 0
senθ 0 cosθ
 (2.20)
De esta manera, los vectores unitarios que definen
el sistema de referencia {3} en función de los vecto-
res unitarios del sistema de referencia {2} son:
i3
∣∣
2 = cosθ i2 –senθk2 (2.21)
j3
∣∣
2 = j2 (2.22)
k3
∣∣
2 = senθ i2+cosθk2 (2.23)
A partir de la expresión 2.19 es posible obtener los vectores unitarios que definen el sistema de refe-
rencia {2} en función de los vectores unitarios del sistema de referencia {3} como sigue:
e2
∣∣
3 = Rθ e3 (2.24)
i2
∣∣
3 = cosθ i3+senθk3 (2.25)
j2
∣∣
3 = j3 (2.26)
k2
∣∣
3 = –senθ i3+cosθk3 (2.27)
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Sistema {3/1}: Movimiento en los planos y1z1 y x2z2
El sistema {3/1} queda definido por la sucesión de rotaciones alrededor de los ejes x1 e y2, de modo
que relaciona los sistemas de referencia {1} y {3}, es decir:
Sistema {3/1} = Sistema {3/2}+Sistema {2/1}
Formalmente, este sistema se caracteriza por la suma de dos rotaciones cuyas velocidades angulares






De acuerdo con las ecuaciones 2.19 y 2.7, las bases asociadas a dichos sistemas de referencia {1} y {3}












donde la matriz de rotación que liga las bases de los sistemas de referencia {1} y {3} se obtiene mediante




cosθ senϕsenθ –cosϕsenθ0 cosϕ senϕ
senθ –senϕcosθ cosϕcosθ
 (2.30)
De estamanera, los vectores unitarios que definen el sistema de referencia {3} en función de los vectores
unitarios del sistema de referencia {1} son:
i3
∣∣
1 = cosθ i1+senϕsenθ j1 –cosϕsenθk1 (2.31)
j3
∣∣
1 = cosϕ j1+senϕk1 (2.32)
k3
∣∣
1 = senθ i1 –senϕcosθ j1+cosϕcosθk1 (2.33)
A partir de la expresión 2.29 es posible obtener la relación inversa entre las bases de los sistemas de









e3 = RϕRθ e3 (2.34)
siendo la matriz que relaciona dicha transformación la transpuesta de la matriz 2.30:
RϕRθ =
 cosθ 0 senθsenϕsenθ cosϕ –senϕcosθ
–cosϕsenθ senϕ cosϕcosθ
 (2.35)
Así que, los vectores unitarios que conforman el sistema de referencia {1} en función de los vectores
unitarios que definen el sistema de referencia {3} son:
i1
∣∣
3 = cosθ i3+senθk3 (2.36)
j1
∣∣
3 = senϕsenθ i3+cosϕ j3 –senϕcosθk3 (2.37)
k1
∣∣
3 = –cosϕsenθ i3+senϕ j3+cosϕcosθk3 (2.38)
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2.1.2.3 Rotación alrededor del eje z3
Sistema {4/3}: Movimiento en el plano x3y3










Figura 2.7 Rotación 3D alrededor del eje z3a
a Definición del sistema de referencia {4} mediante un giro
de ángulo ψ alrededor del eje z3 del sistema de referen-
cia {3}





y caracterizado por un giro de ángulo ψ alrededor
del eje z3 mediante la matriz de rotación:
Rψ =
cosψ –senψ 0senψ cosψ 0
0 0 1
 (2.40)
Las coordenadas en el sistema de referencia {4} se
expresan en función de las coordenadas del sistema
de referencia {3} como:(
x4 y4 z4
)T = Rψ (x3 y3 z3)T (2.41)










Figura 2.8 Rotación 2D alrededor del eje z3b
b Proyección del sistema de referencia {4} definido me-
diante un giro de ángulo ψ alrededor del eje z3 del sis-






donde la matriz de rotación que enlaza ambos sis-
temas de referencia es:
RTψ =
 cosψ senψ 0–senψ cosψ 0
0 0 1
 (2.43)
De esta manera, los vectores unitarios que definen
el sistema de referencia {4} en función de los vecto-
res unitarios del sistema de referencia {3} son:
i4
∣∣
3 = cosψ i3+senψ j3 (2.44)
j4
∣∣
3 = –senψ i3+cosψ j3 (2.45)
k4
∣∣
3 = k3 (2.46)
A partir de la expresión 2.42 es posible obtener los vectores unitarios que definen el sistema de refe-
rencia {3} en función de los vectores unitarios del sistema de referencia {4} como sigue:
e3
∣∣
4 = Rψ e4 (2.47)
i3
∣∣
4 = cosψ i4 –senψ j4 (2.48)
j3
∣∣
4 = senψ i4+cosψ j4 (2.49)
k3
∣∣
4 = k4 (2.50)
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Sistema {4/1}: Movimiento en los planos y1z1, x2z2 y x3y3
El sistema {4/1} queda definido por la sucesión de rotaciones alrededor de los ejes x1, y2 y z3, de manera
que relaciona los sistemas de referencia {1} y {4}, es decir:
Sistema {4/1} = Sistema {4/3}+Sistema {3/2}+Sistema {2/1}
Formalmente, este sistema se caracteriza por la suma de tres rotaciones cuyas velocidades angulares



























 cosθcosψ cosϕsenψ+senϕsenθcosψ senϕsenψ–cosϕsenθcosψ–cosθsenψ cosϕcosψ–senϕsenθsenψ senϕcosψ+cosϕsenθsenψ
senθ –senϕcosθ cosϕcosθ
 (2.53)
Así pues, los vectores unitarios que definen la base del sistema de referencia {4} ligado al sólido en
función de los vectores unitarios que definen el sistema de referencia {1} son:
i4
∣∣






















1 = senθ i1 –senϕcosθ j1+cosϕcosθk1 (2.56)
A partir de la expresión 2.52 es posible obtener la relación inversa entre las bases de los sistemas de









e4 = RϕRθRψ e4 (2.57)
donde el producto de las matrices que relaciona dichas bases es la transpuesta de la matriz 2.53:
RϕRθRψ =
 cosθcosψ –cosθsenψ senθcosϕsenψ+senϕsenθcosψ cosϕcosψ–senϕsenθsenψ –senϕcosθ
senϕsenψ–cosϕsenθcosψ senϕcosψ+cosϕsenθsenψ cosϕcosθ
 (2.58)
De esta forma, los vectores unitarios del sistema de referencia {1} en función de los vectores unitarios
que definen el sistema de referencia ligado al sólido son:
i1
∣∣
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Ángulos de Tait-Bryan: Sistema x1y2z3
La composición de las tres rotaciones ϕ, θ, ψ en torno a los ejes x1, y2 y z3, respectivamente, da lugar
al sistema x1y2z3, mostrado en la figura 2.9, en la que se indican las transformaciones realizadas para
pasar del sistema de referencia {1} al sistema de referencia {4} ligado al sólido.
Este sistema es el que se usará para definir la orientación del sólido a analizar y que, a modo de sumario,
se define mediante tres transformaciones elementales de rotación alrededor de sus correspondientes
ejes de giro, de manera secuencial:
• Movimiento en el plano y1z1
Rotación del sistema de referencia {1} –




– un ángulo ϕ alrededor del eje x1, dan-
do lugar al sistema de referencia {2}.
Esta transformación se representa por
medio de la matriz de rotación Rϕ de-
finida en la ecuación 2.5
• Movimiento en el plano x2z2
Rotación del sistema de referencia {2} –




– un ángulo θ alrededor del eje y2, dan-
do lugar al sistema de referencia {3}.
Esta transformación se representa por
medio de la matriz de rotación Rθ defi-
nida en la ecuación 2.17
• Movimiento en el plano x3y3




)T – un ángulo ψ alrededor del eje z3, dando lugar




)T. Esta transformación se representa por me-
dio de la matriz de rotación Rψ definida en la ecuación 2.40
Figura 2.9 Ángulos de Tait-Bryan x1y2z3a
a Definición de los sistemas de referencia {2}, {3} y {4} a partir del sis-
tema de referencia {1} – paralelo al fijo {0} y situado en el cdm del
sólido rígido – mediante giros de ángulo ϕ, θ y ψ alrededor de los


















De modo que el sistema queda definido mediante la matriz de rotación 2.58, combinación de estas tres
rotaciones elementales (o según la transformación inversa, definida por la matriz de rotación 2.53).
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2.2 Definición del sistema
El sistema a analizar está compuesto por un sólido rígido con simetría de revolución, sometido a diversas













Figura 2.10 Fuerzas y pares sobre un sólidoa
a Representación de las fuerzas y pares ejercidos sobre un só-
lido rígido con cdm situado en una posición r respecto al
sistema de referencia fijo {0} y con orientación definida de
acuerdo con el sistema de referencia {4}
Con el objetivo de simplificar la mención a los sis-
temas de referencia en los que están expresadas
las ecuaciones a utilizar se emplea la siguiente
notación:
• Sistema de referencia {1}(
x1 y1 z1
)T ≡ (x y z)T
• Sistema de referencia {2}(
x2 y2 z2
)T ≡ (x¯ y¯ z¯)T
• Sistema de referencia {3}(
x3 y3 z3
)T ≡ (X Y Z)T
• Sistema de referencia {4}(
x4 y4 z4
)T ≡ (X¯ Y¯ Z¯)T
Reduciendo sobre el cdm del sólido en el sistema de referencia {1} las fuerzas y pares totales que actúan
sobre el mismo, las ecuaciones dinámicas generales que definen el movimiento de este son:





















=M con i = {3,4} (2.63)
donde la formulación de la ecuación 2.63 depende del sistema de referencia en el cual se proyecte.
El tensor de inercia se puede definir en ejes principales, teniendo en cuenta la simetría de revolución
respecto al eje z en el sistema de referencia ligado al sólido:
I4 =
IX¯X¯ 0 00 IY¯Y¯ 0
0 0 IZ¯Z¯
 con IX¯X¯ = IY¯Y¯ (2.64)
Aprovechando dicha simetría, este tensor puede definirse mediante una expresión equivalente en el
sistema de referencia {3} y con los mismos valores que en el sistema de referencia {4}:
I3 =
IXX 0 00 IYY 0
0 0 IZZ
 con IXX = IYY (2.65)
La fórmula de Poisson permite definir la derivada de un vector respecto de diferentes sistemas de refe-
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2.2.1 Formulación con ángulos de Tait-Bryan
Debido a la simetría de revolución del sólido rígido en torno al eje z en el sistema de referencia ligado,
en lugar de proyectar sobre el sistema de referencia {4} resulta conveniente proyectar sobre el sistema
de referencia {3} con el objetivo de simplificar la formulación del problema a estudiar.
De esta forma las ecuaciones 2.62 y 2.63 quedan de la siguiente manera:






















Esta formulación se basa en la definición de las ecuaciones de Eulermediante el vector velocidad angular
proyectado sobre el sistema de referencia {3}, mediante el uso de ángulos de Tait-Bryan:
ω41 =ωX i3+ωY j3+ωZ i3 (2.69)
Para hallar las ecuaciones de Newton únicamente es
necesario definir las coordenadas de la velocidad del
sólido en el sistema de referencia {1}, mientras que pa-
ra hallar las ecuaciones de Euler hace falta determinar
el valor de dos términos en función del momento ciné-
tico y la velocidad de rotación del sólido, expresados
en el sistema de referencia {3}.
Teniendo en cuenta que el sistema de referencia {3} se
define a partir de un giro alrededor del eje y2 del siste-
ma de referencia {2} y que, por tanto, el vector unitario
en dicha dirección en ambos sistemas de referencia
es idéntico, el vector velocidad angular definido en el
sistema de referencia {4}a se puede expresar así en el













De igual manera, el vector velocidad angular definido
en el sistema de referencia {3}b se puede expresar en































Figura 2.11 Componentes del vector ω41c
c Proyecciones del vector velocidad angular del sólido rí-
gido sobre el sistema de referencia {3}
Teniendo en cuenta las ecuaciones 2.69 y 2.70, la ecuación 2.71 se puede reescribir en función de las
componentes de la velocidad angular ω41 en el sistema de referencia {3} de esta forma:
ω31 =ωX i3+ωY j3+ωX tanθk3 (2.72)
Términos de las ecuaciones de Euler
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Ecuaciones que definen el sistema
A partir de las ecuaciones cinemáticas se define la posición y orientación del sólido:
• Posición: Definición de la velocidad del sólido como la variación de la posición del mismo
dx
dt = vx (2.75)
dy
dt = vy (2.76)
dz
dt = vz (2.77)
• Orientación: Evolución de la orientación del sólido, definida mediante los ángulos de Tait-Bryan,








dt =ωZ –ωX tanθ (2.80)
A partir de las ecuaciones dinámicas, denominadas ecuaciones de Newton-Euler, se determina la velo-
cidad y velocidad angular del sólido:
• Velocidad: Ecuaciones de Newtonb
mdvxdt = Fx (2.81)
m
dvy
dt = Fy (2.82)
mdvzdt = Fz (2.83)

















dt = Mz (2.86)
a Ecuaciones 2.71 y 2.72
b Ecuación 2.67
c Ecuación 2.68
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2.2.2 Formulación con proyección de bases
En este caso es necesario proyectar las ecuaciones sobre el sistema de referencia ligado aunque, las
ecuaciones determinadas mediante la formulación anterior se simplifican empleando nuevas variables
alternativas. Así pues, las ecuaciones 2.62 y 2.63 quedan de la siguiente manera:






















Esta formulación se basa en la definición de las ecuaciones de Eulermediante el vector velocidad angular
proyectado sobre el sistema de referencia {4}:
ω41 =ωX¯ i4+ωY¯ j4+ωZ¯ i4 (2.89)
utilizando como variables las componentes del vector unitario en dirección vertical del sistema de refe-
rencia {1} proyectado sobre el sistema de referencia {4}:
k1 = kX¯ i4+kY¯ j4+kZ¯ k4 (2.90)
Mediante esta expresión se define la evolución de la posición y orientación del sólido sin hacer uso de
las funciones trigonométricas introducidas con la formulación con ángulos de Tait-Bryan sino emplean-
do como variables las componentes del vector unitario en dirección z1 proyectado en el sistema de
referencia {4}. De esta manera es posible simplificar la formulación del sistema, a expensas de ser nece-
saria una transformación adicional para determinar la orientación del sistema de referencia {4} respecto
al sistema de referencia {1}.
Al igual que con la formulación anterior,
para hallar las ecuaciones de Newton úni-
camente es necesario definir las coorde-
nadas de la velocidad del sólido en el sis-
tema de referencia {1}.
Sin embargo, para hallar las ecuaciones
de Euler hace falta determinar el valor de
dos términos en función del momento ci-
nético y la velocidad de rotación del sóli-
do, expresados en el sistema de referen-
cia {4} en este caso.
Para determinar la evolución en el siste-
ma de referencia {4} del vector unitario en
dirección vertical del sistema de referen-









Figura 2.12 Componentes del vector k1b
b Proyecciones del vector unitario en dirección z del sistema de re-











Términos de las ecuaciones de Euler
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Ecuaciones que definen el sistema
A partir de las ecuaciones cinemáticas se define la posición y orientación del sólido:
• Posición: Definición de la velocidad del sólido como la variación de la posición del mismo
dx
dt = vx (2.94)
dy
dt = vy (2.95)
dz
dt = vz (2.96)
• Orientación: Evolución de la orientación del sólido, definida mediante la proyección de basesa
dkX¯
dt =ωZ¯kY¯ –ωY¯kZ¯ (2.97)
dkY¯
dt =ωX¯kZ¯ –ωZ¯kX¯ (2.98)
dkZ¯
dt =ωY¯kX¯ –ωX¯kY¯ (2.99)
A partir de las ecuaciones dinámicas, denominadas ecuaciones de Newton-Euler, se determina la velo-
cidad y velocidad angular del sólido:
• Velocidad: Ecuaciones de Newtonb
mdvxdt = Fx (2.100)
m
dvy
dt = Fy (2.101)
mdvzdt = Fz (2.102)

















dt = Mz (2.105)
Las ecuaciones que determinan la posiciónd y la velocidade del sólido son equivalentes a las definidas
mediante la formulación anterior;f mientras que, las ecuaciones que definen la orientacióng y velocidad




d Ecuaciones 2.94 a 2.96
e Ecuaciones 2.100 a 2.102
f Ecuaciones 2.75 a 2.77 y 2.81 a 2.83
g Ecuaciones 2.103 a 2.105
h Ecuaciones 2.97 a 2.99
i Ecuaciones 2.78 a 2.80 y 2.84 a 2.86
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Determinación de la orientación del sólido
Para representar la orientación del sólido en el sistema de referencia {1} se define la evolución con el
tiempo de dicha base respecto al sistema de referencia {4} mediante el siguiente triedro de vectores
unitarios:
i1 = iX¯ i4+iY¯ j4+iZ¯ k4 (2.106)
j1 = jX¯ i4+jY¯ j4+jZ¯ k4 (2.107)
k1 = kX¯ i4+kY¯ j4+kZ¯ k4 (2.108)
donde las componentes ii y ji son funciones de las componentes ki con i = X¯, Y¯, Z¯ que definen la orien-
tación del sólido para cada instante de tiempo.
Para determinar la evolución de dicha base se emplea la fórmula de Poissona aplicada a los vectores















a partir de la cual, una vez conocido el valor de las variablesωX¯,ωY¯ yωZ¯, se define el siguiente sistema:
diX¯
dt =ωZ¯iY¯ –ωY¯iZ¯ (2.111)
diY¯
dt =ωX¯iZ¯ –ωZ¯iX¯ (2.112)
diZ¯
dt =ωY¯iX¯ –ωX¯iY¯ (2.113)
djX¯
dt =ωZ¯jY¯ –ωY¯jZ¯ (2.114)
djY¯
dt =ωX¯jZ¯ –ωZ¯jX¯ (2.115)
djZ¯
dt =ωY¯jX¯ –ωX¯jY¯ (2.116)
Para evitar la posibilidad de que aparezcan singularidades relacionadas con que alguno de los vectores
que conforman la base sean vectores nulos, según sea el valor de las componentes del vector k1, se
distinguen tres casos diferentes para definir las bases en el sistema de referencia {1}:
• Base con vector unitario i4
En caso de que el sólido tenga una orientación inicial en la que kX¯(0) = 0, se utilizan los siguientes
vectores para determinar la base que caracteriza la orientación del vector k4:











i4+kX¯kY¯ j4+kX¯kZ¯ k4 (2.118)
• Base con vector unitario j4
En caso de que el sólido tenga una orientación inicial en la que kY¯(0) = 0, se utilizan los siguientes
vectores para determinar la base que caracteriza la orientación del vector k4:












• Base con vector unitario k4
En caso de que el sólido tenga una orientación inicial en la que kZ¯(0) = 0, se utilizan los siguientes
vectores para determinar la base que caracteriza la orientación del vector k4:
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Normalizando dichos vectores, el sistema de ecuaciones anterior puede reescribirse de esta forma:
















)–1/2(–(k2Y¯+k2Z¯) i4+kX¯kY¯ j4+kX¯kZ¯ k4) (2.124)
















)–1/2(kX¯kY¯ i4 –(k2X¯+k2Z¯) j4+kY¯kZ¯ k4) (2.126)
















)–1/2(kX¯kZ¯ i4+kY¯kZ¯ j4 –(k2X¯+k2Y¯)k4) (2.128)
Dado que la matriz de rotación que relaciona ambas bases vectoriales es ortogonal, para invertir la
definición y expresar la base ligada en función de la base fija, simplemente es necesario trasponer dicha
matriz de la siguiente manera:  i4j4
k4
 =





Por tanto, el vector k4 – que simboliza la dirección de simetría del sólido rígido – puede expresarse en
función del sistema de referencia {1} en el instante inicial como:
k4 = iZ¯ i1+jZ¯ j1+kZ¯ k1 (2.130)
Las componentes iZ¯ y jZ¯ se definen en función de
kX¯, kY¯ y kZ¯ como sigue:
a


























)T = (0√k2X¯+k2Y¯)T (2.133)
a Ecuaciones 2.106 a 2.108
b Ecuaciones 2.123 y 2.124
c Ecuaciones 2.125 y 2.126
d Ecuaciones 2.127 y 2.128
Figura 2.13 Componentes del vector k4e
e Proyecciones del vector unitario en dirección z del sistema











3 Fuerzas y pares sobre un dipolo
En este capítulo se define la expresión del campo creado por un dipolo magnético, así como las
corrientes superficiales que aparecen en el plano superconductor y las condiciones de contorno
que definen el sistema.
A continuación, se describe un método usado para simplificar el tratamiento de estos tipos de sis-
temas y, por último, se obtienen las expresiones de las fuerzas y pares generados sobre el dipolo
como consecuencia de aplicar este método con el que se reemplaza el efecto del plano supercon-
ductor por otro dipolo.















Figura 3.1 Fuerzas y pares sobre un dipoloa
a Interacción de las fuerzas F y paresM sobre un dipo-
lo magnético, como consecuencia de las corrientes
superficiales K inducidas en el plano superconductor
Reduciendo las fuerzas y momentos totales – debidos
al efecto gravitatorio terrestre y magnético como con-
secuencia de la corriente inducida en el plano super-
conductor – que actúan sobre el cdm del dipolo en
el sistema de referencia {1}, las ecuaciones dinámicas
generales que definen el movimiento de este son las
ecuaciones de Newton-Euler:


















donde el sistema de referencia en el que se pro-
yectan estas ecuaciones, según la formulación a
utilizar, es la siguiente:
– Ángulos de Tait-Bryan: i = 3
– Proyección de bases: i = 4
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Las fuerzas y pares que se ejercen sobre el dipolo magnético son debidas únicamente a:
• Gravedad (g): Provocan una fuerza sobre el dipolo en dirección vertical descendente según el
sistema de referencia {1}
• Campo magnético (B) y corrientes inducidas (K): El campo magnético del dipolo induce sobre
el plano superconductor una corriente inducida que, a su vez, es responsable de provocar un
campo magnético inducido BK que ejerce sobre el dipolo una fuerza ascendente en dirección
vertical según el sistema de referencia {1} y un par sobre el mismo
A partir de la Ley de Gauss para el campo magnético, definida en la ecuación 1.7, se infiere que el campo























con s = r0 – r (3.3)
Por otra parte, el salto de una magnitud física al pasar de un medio a otro diferente se define como la
diferencia de dicha magnitud evaluada en el extremo común a ambos medios. En particular, conside-

















Considerando el efecto del plano superconductor se obtiene la siguiente condición de salto, que implica











= μ0 J (3.6)
a partir de lo cual es posible obtener una expresión de la densidad superficial de corriente K inducida


















donde K = δJ (3.7)
Una manera sencilla de determinar la fuerza y el par que se ejerce sobre el dipolo debido al efecto del
plano superconductor, producto de las corrientes inducidas sobre dicho plano, es usar el método de
las imágenes.
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3.2 Método de las imágenes
La base matemática del método de las imágenes es la aplicación del teorema de existencia y unicidad
de la ecuación de Laplace, el cual establece que si existe una función que verifique la ecuación y las
condiciones de contorno del problema, esta función es la solución. [9]
El campo magnético B creado por un dipolo con posición respecto al sistema de fijo {0}:
r = x i0+y j0+zk0 (3.8)
genera una corriente inducida K sobre el plano superconductor que produce, a su vez, un campo mag-
nético BK que interacciona con el dipolo provocando su repulsión. Haciendo uso del método de las
imágenes es posible simplificar dicho sistema, reemplazando el efecto del plano superconductor en la
distribución original por un dipolo ficticio considerado como fijo e independiente del real con posición:
r′ = x′ i0+y′ j0+z′ k0 (3.9)
que replica las condiciones de contorno del problema, creando otro equivalente más sencillo cuya so-
lución coincide con la del problema original.














Figura 3.2 Dipolo horizontala
a Representación del dipolo magnético paralelo
al plano superconductor (real e imagen) y lí-
neas de campo que generan
En el caso de que el dipolo magnético se oriente de ma-
nera paralela al plano superconductor, definido por:
• Ángulos de Eulerb ϕ = π/2 o θ = π/2
• Proyección de basesc kX¯ = 1 o kY¯ = 1
el momento dipolar magnético que lo caracteriza care-
ce de componente vertical expresado en el sistema de
referencia {1}, es decir:
μ = μx i1+μy j1 (3.10)
Y el momento dipolar magnético del dipolo imagen es:
μ′ = μx i1+μy j1 (3.11)
En ausencia de perturbaciones externas, el dipolo con es-
ta orientación se encuentra en una posición de equilibrio.
De manera general, tanto para este escenario como para
los siguientes, las líneas de campo generadas por el dipo-
lo magnético se deforman en la proximidad del plano su-
perconductor indicando una mayor intensidad del cam-
pomagnético en dicha región – debido a la presencia del
dipolo imagen situado de manera simétrica al anterior
respecto al plano horizontal – de manera que no lo pe-
netran, exhibiendo que la componente vertical del cam-
po magnético en dicha región (z = 0) es nula, como se
demostrará analíticamente en secciones posteriores.
La definición del dipolo imaginario facilita la caracteriza-
ción del sistema a resolver, pero es necesario tener en
consideración que cualquier resultado obtenido aplica-
do en la región del espacio definido por debajo del plano
superconductor (z < 0) carece de validez alguna.
b Secciones 2.1.2.3 y 2.2.1
c Sección 2.2.2
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Figura 3.3 Dipolo verticala
a Representación del dipolo magnético perpendicular al plano superconductor (real
e imagen) y líneas de campo que generan
En caso de que el dipolo mag-
nético se oriente de manera
perpendicular al plano super-
conductor (que supone tam-
bién una posición de equili-
brio), definido por:
• Ángulos de Eulerb
ϕ = θ = 0
• Proyección de basesc
kZ¯ = 0
elmomento dipolar magnético
que lo define en el sistema de
referencia {1} es:
μ = μz k1 (3.12)
y el momento dipolar magnéti-
co del dipolo imagen es:
μ′ = –μz k1 (3.13)
b Definido en las secciones 2.1.2.3 y
2.2.1
c Definido en la sección 2.2.2

















Figura 3.4 Dipolo oblicuob
b Representación del dipolo magnético oblicuo respecto al plano superconductor
(real e imagen) y líneas de campo que generan
En el caso general no existen
posiciones de equilibrio.
El dipolo adquiere una orienta-
ción arbitraria, que variará en
el tiempo puesto que una par-
te de este se encuentra más
cercano al plano superconduc-
tor – donde las líneas de cam-
po están más cercanas entre
sí, indicando una mayor inten-
sidad del campo magnético –
y por tanto, sometido a una
fuerza magnética mayor que la
fracción restante, lo que provo-
ca una traslación y rotación del
mismo.
La expresión general del mo-
mento dipolar magnético en
el sistema de referencia {1} es
una combinación lineal de las
expresiones 3.10 y 3.12:
μ = μx i1+μy j1+μz k1 (3.14)
siendo el momento dipolar
magnético del dipolo imagen
una combinación lineal de las
expresiones 3.11 y 3.13:
μ′ = μx i1+μy j1 –μz k1 (3.15)
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3.3 Fuerzas y pares entre dos dipolos
Particularizando las expresiones 3.14 y 3.15 en el sistema de referencia {1}, el momento dipolar magné-
tico del dipolo imagen se puede expresar en función del momento dipolar magnético del dipolo real
de la siguiente manera:
μ = μx i1+μy j1+μz k1
μ′ = μx i1+μy j1 –μz k1
 μ′ = μ –2(μ ·k1)k1 (3.16)
En la figura 3.5 se muestra esquemáticamente
un dipolo magnético definido físicamente por su
momento dipolar μ y gráficamente por un vector






así como la imagen de este, definido físicamente
por un momento dipolar magnético μ′ y gráfica-
mente por un vector apuntando hacia el polo (+),
simétrico al dipolo real respecto al plano x0y0, de






respecto al sistema de referencia fijo {0}, sobre
el que se ha representado su proyección, y que
están relacionados como sigue:
x′ = x (3.19)
y′ = y (3.20)
z′ = –z (3.21)
Por otra parte, en la la expresión 3.16 se puede
ver cómo el momento dipolar magnético del di-
polo imagen se define en función del momento
dipolar magnético del dipolo real, de forma que
la proyección del momento dipolar magnético
del dipolo imagen μ′ en la dirección k′1 – vector
unitario en la dirección z′1 – es equivalente a la
proyección del momento dipolar magnético del
dipolo real μ en la dirección k1 dado que la posi-
ción y orientación del dipolo imagen es simétrica
respecto al plano x0y0 por construcción y defini-
ción de acuerdo con al método de las imágenes.
De este modo, de acuerdo a las ecuaciones 3.19
a 3.21, la posición relativa entre el dipolo real y el
dipolo imagen se expresa en términos del siste-
ma de referencia {1} así:




























Figura 3.5 Relación entre el dipolo real e imagena
a Dipolo definido por su momento dipolar magnético μ, orien-
tado hacia el polo (+) y su imagen
El campomagnético creado por el dipolo imagen, situado en una posición r′, sobre un punto del espacio

























con s′ = r0 – r′ (3.23)
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En concreto, el campo magnético generado por el dipolo imagen evaluado en la posición del dipolo

























con s′ = r– r′ (3.24)
Determinación de la fuerza magnética ejercida sobre el dipolo
La fuerza ejercida por el dipolo imagen sobre el dipolo real se define en función de la interacción








que puede reescribirse de la siguiente manera, aplicando el gradiente por partes a la definición del











































(x – x′) i1+(y–y′) j1+(z–z′)k1
)















































































Determinación del par magnético ejercido sobre el dipolo




Desarrollando las componentes de la ecuación 3.24 y teniendo en cuenta la ecuación 3.22, se obtiene










































4 Ecuaciones de movimiento
En este capítulo se describen las ecuaciones de movimiento del sistema, definidas mediante dos
formulaciones diferentes:
• Ángulos de Tait-Bryan ϕ, θ y ψ alrededor de los ejes x1, y2 y z3, respectivamente
• Proyecciones kX¯, kY¯ y kZ¯ del vector k1 sobre el sistema de referencia ligado al sólido
Tras definir el conjunto de ecuaciones, se adimensionalizan para obtener un sistema que no de-
penda de ninguna de las dimensiones de las variables que lo forman.
Por último, se determinan algunas constantes del movimiento, es decir, ciertos parámetros que
permanecen invariables durante la evolución del sistema.
Considerando todas las fuerzas y pares que interaccionan con el sistema, las ecuaciones 2.62 y 2.63 que
definen la evolución de este se reescriben de la siguiente manera:





















=MB′μ con i = {3,4} (4.2)
Teniendo en cuenta que la fuerza gravitatoria únicamente tiene componente en dirección vertical:
Fg =mg (4.3)
la definición de las ecuaciones de la expresión 4.1, en el sistema de referencia {1}, es única:





dt = Fy donde vy =
dy
dt (4.5)
mdvzdt = –mg+Fz donde vz =
dz
dt (4.6)
Sin embargo, la definición de las ecuaciones de la expresión 4.2 depende de la formulación a utilizar:




















dt = Mz (4.9)




















dt = Mz (4.12)
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4.1 Formulación con ángulos de Tait-Bryan
Las ecuaciones 4.1 y 4.2, con esta formulación, quedan de la siguiente manera:

















El momento dipolar magnético en el sistema de referencia {3} en el que se formula estas ecuaciones se
define como:
μ = μk3 (4.15)
mientras que el momento dipolar magnético del dipolo imagen se relaciona con el valor del dipolo real,
según la expresión 3.16, de forma que con esta formulación queda:
μ′ = μk3 –2μcosϕcosθk1 (4.16)
Definidas las ecuaciones que determinan la evolución del sistema en la sección 2.2.1, a continuación es
necesario únicamente determinar el valor de las fuerzas y pares magnéticos ejercidos sobre el dipolo
usando esta formulación.
Determinación de la fuerza magnética ejercida sobre el dipolo usando ángulos de Tait-Bryan
Desarrollando cada uno de los términos que componen la ecuación 3.30, teniendo en cuenta la posición














































































Determinación del par magnético ejercido sobre el dipolo usando ángulos de Tait-Bryan
Teniendo en cuenta que el vector unitario en dirección z en el sistema de referencia {1} se puede expresar
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4.1.1 Sistema de ecuaciones
El conjunto de ecuaciones que definen el problema como sistema de primer orden es:
dx
dt = vx (4.24)
dy
dt = vy (4.25)
dz
dt = vz (4.26)
dvx
dt = 0 (4.27)
dvy









































dt = 0 (4.35)
A partir de las ecuaciones 4.27, 4.28 y 4.35 se obtiene que la velocidad en el plano xy, respecto al sistema
de referencia {1}, se mantiene constante; así como la velocidad de giro alrededor del eje z, en el sistema
de referencia {3}, denominada como:
ωZ =ω (4.36)
Sistema de ecuaciones de relevancia
dz
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4.1.2 Adimensionalización de las ecuaciones
Definiendo la posición de equilibrio z0 como la posición en dirección z del dipolo magnético con orien-
tación inicial horizontal definido por un ángulo ϕ y/o θ igual a π2 en el sistema de referencia {1}, y el
tiempo de referencia t0 como una magnitud derivada de esta; se usan como referencia para adimen-


























































































)T = t20 ddt(ωX ωY ωZ)T ≡ z0g ddt(ωX ωY ωZ)T
Las ecuaciones 4.24 a 4.35 se pueden adimensionalizar introduciendo los siguientes parámetros:
• Parámetro geométrico: Define una relación entre el momento de inercia alrededor del eje z res-
pecto al momento de inercia alrededor del eje x, en el sistema de referencia {3}. Se trata de un
parámetro puramente geométrico puesto que únicamente depende del valor de las componen-
tes del tensor de inercia del dipolo:
λ = IZZIXX
(4.45)
Dependiendo del valor de este parámetro, el dipolo adquiere diversas geometrías:
– Geometría de varilla: λ = 0 Inercia alrededor de eje Z despreciable
– Geometría de esfera: λ = 1 Inercia equivalente alrededor de cualquier eje
– Geometría de disco: λ = 2 Inercia alrededor de eje Z doble que alrededor de otros ejes
• Parámetro magnético: Define una relación entre el producto de la masa y el cuadrado del valor
de la posición de equilibrio z0, respecto del momento de inercia alrededor del eje x en el sistema





donde z0 = z0(m,μ) (4.46)




es decir, es más sensible a variaciones del valor de μ que de la masa del dipolo.
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4.1.3 Sistema de ecuaciones adimensionales
El conjunto de ecuaciones adimensionales que definen el problema como sistema de primer orden es:
dξ
dt = νx (4.48)
dη
dt = νy (4.49)
dζ
dt = νz (4.50)
dνx
dt = 0 (4.51)
dνy














dt = ϖY (4.55)
dυ


















dt = 0 (4.59)
A partir de las ecuaciones 4.51, 4.52 y 4.59 se obtiene que la velocidad adimensional en el plano xy,
respecto al sistema de referencia {1}, se mantiene constante; así como la velocidad adimensional de
giro alrededor del eje z, en el sistema de referencia {3}, denominada como:
ϖZ =Ω (4.60)
Sistema de ecuaciones adimensionales de relevancia
dζ































52 Capítulo 4. Ecuaciones de movimiento
4.2 Formulación con proyección de bases
Las ecuaciones 4.1 y 4.2, con esta formulación, quedan de la siguiente manera:

















El momento dipolar magnético en el sistema de referencia ligado en el que se formula estas ecuaciones
se define como:
μ = μk4 (4.69)
mientras que el momento dipolar magnético del dipolo imagen se relaciona con el valor del dipolo real,
según la expresión 3.16, de forma que con esta formulación queda:
μ′ = μk4 –2μkZ¯ k1 (4.70)
Definidas las ecuaciones que determinan la evolución del sistema en la sección 2.2.2, a continuación es
necesario únicamente determinar el valor de las fuerzas y pares magnéticos ejercidos sobre el dipolo
usando esta formulación.
Determinación de la fuerza magnética ejercida sobre el dipolo usando proyección de bases
Considerando la posición relativa entre los dipolos dada en la ecuación 3.22, los términos que forman















































































Determinación del par magnético ejercido sobre el dipolo usando proyección de bases
Teniendo en cuenta que el vector unitario en dirección z en el sistema de referencia {1} se puede expresar
en función del sistema de referencia {4} mediante las coordenadas definidas en la expresión 2.90, el




















kY¯ i4 –kX¯ j4
)
(4.77)
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4.2.1 Sistema de ecuaciones
El conjunto de ecuaciones que definen el problema como sistema de primer orden es:
dx
dt = vx (4.78)
dy
dt = vy (4.79)
dz
dt = vz (4.80)
dvx
dt = 0 (4.81)
dvy










dt =ωZ¯ kY¯ –ωY¯ kZ¯ (4.84)
dkY¯
dt =ωX¯ kZ¯ –ωZ¯ kX¯ (4.85)
dkZ¯





















dt = 0 (4.89)
A partir de las ecuaciones 4.81, 4.82 y 4.89 se obtiene que la velocidad en el plano xy, respecto al sistema
de referencia {1}, se mantiene constante; así como la velocidad de giro alrededor del eje z, en el sistema
de referencia {4}, denominada como:
ωZ¯ =ω (4.90)
Sistema de ecuaciones de relevancia
dz










dt =ωkY¯ –ωY¯ kZ¯ (4.93)
dkY¯
dt =ωX¯ kZ¯ –ωkX¯ (4.94)
dkZ¯
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4.2.2 Adimensionalización de las ecuaciones
Definiendo la posición de equilibrio z0 como la posición en dirección z del dipolo magnético con orien-
tación inicial horizontal kZ¯(0) = 0 en el sistema de referencia {1}, y el tiempo de referencia t0 como una
magnitud derivada de esta; se usan como referencia para adimensionalizar el sistema de ecuaciones


























































































)T = t20 ddt(ωX ωY ωZ)T ≡ z0g ddt(ωX ωY ωZ)T
Las ecuaciones 4.103 a 4.114 se pueden adimensionalizar introduciendo los siguientes parámetros:
• Parámetro geométrico: Define una relación entre el momento de inercia alrededor del eje z res-
pecto al momento de inercia alrededor del eje x, en el sistema de referencia {4}. Se trata de un
parámetro puramente geométrico puesto que únicamente depende del valor de las componen-
tes del tensor de inercia del dipolo:
λ = IZ¯Z¯IX¯X¯
(4.100)
Dependiendo del valor de este parámetro, el dipolo adquiere una geometría u otra:
– Geometría de varilla: λ = 0 Inercia alrededor de eje Z¯ despreciable
– Geometría de esfera: λ = 1 Inercia equivalente alrededor de cualquier eje
– Geometría de disco: λ = 2 Inercia alrededor de eje Z¯ doble que alrededor de otros ejes
• Parámetro magnético: Define una relación entre el producto de la masa y el cuadrado del valor
de la posición de equilibrio z0, respecto del momento de inercia alrededor del eje x en el sistema





donde z0 = z0(m,μ) (4.101)




es decir, al igual que antes, es más sensible frente a variaciones de μ que de la masa del dipolo.
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4.2.3 Sistema de ecuaciones adimensionales
El conjunto de ecuaciones adimensionales que definen el problema como sistema de primer orden es:
dξ
dt = νx (4.103)
dη
dt = νy (4.104)
dζ
dt = νz (4.105)
dνx
dt = 0 (4.106)
dνy







dt = ϖZ¯ κY¯ –ϖY¯ κZ¯ (4.109)
dκY¯
dt = ϖX¯ κZ¯ –ϖZ¯ κX¯ (4.110)
dκZ¯




















dt = 0 (4.114)
A partir de las ecuaciones 4.106, 4.107 y 4.114 se obtiene que la velocidad adimensional en el plano
xy, respecto al sistema de referencia {1}, se mantiene constante; así como la velocidad adimensional de
giro alrededor del eje z, en el sistema de referencia {4}, denominada como:
ϖZ¯ =Ω (4.115)
Sistema de ecuaciones adimensionales de relevancia
dζ







dt =ΩκY¯ –ϖY¯ κZ¯ (4.118)
dκY¯
dt = ϖX¯ κZ¯ –ΩκX¯ (4.119)
dκZ¯
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En este caso, se obtiene un sistema de 7 ecuaciones en lugar de las 6 mostradas en el sistema formado
por las expresiones 4.61 a 4.66 en la sección 4.1.3, pero algebráicamente más sencillas puesto que no
contiene ecuaciones trigonométricas.
4.3 Constantes de movimiento
Haciendo uso de la formulación con proyección de basesa, se obtienen las siguientes tres constantes de
movimiento del dipolo sobre un plano superconductor, las cuales representan valores que permanecen
inalterables durante la evolución del sistema.
Constante de movimiento 1
La derivada de un vector unitario definido en el sistema de referencia {1} respecto de dicha base es
nula, puesto que tanto su módulo como su dirección y sentido permanecen invariables con el tiempo.
Mediante la fórmula de Poissonb es posible relacionar la derivada de un vector unitario en dicho sistema
de referencia con la derivada de este vector unitario expresado en el sistema de referencia ligado, in-








+ω41×k1 = 0 (4.123)
Separando los términos del último miembro de la ecuación anterior y multiplicando ambos miembros


















a partir de lo cual se obtiene que el módulo al cuadrado del vector unitario expresado en el sistema de
referencia ligado es constante:
|k1|2 = cte≡ k2X¯+k2Y¯+k2Z¯ = 1 (4.125)
siendo la constante igual a la unidad debido a que el vector se define con dicho módulo en el sistema





Z¯ = 1 (4.126)
Constante de movimiento 2
Proyectando en la dirección del vector unitario z del sistema de referencia {1} la derivada del vector















donde se ha tenido en cuenta que la derivada del vector unitario, definido en el sistema de referncia
{1} respecto de dicha base es nula, según la ecuación 4.123. Asimismo, teniendo en consideración la
definición del vector unitario k1 en el sistema de referencia ligado y del momento cinético según las
ecuaciones 2.90 y ??, respectivamente, se llega a que la siguiente magnitud es constante:












+IZ¯Z¯ωkZ¯ = cte (4.128)
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Constante de movimiento 3
A pesar de que la energía mecánica no es invariable, es posible obtener una constante de movimiento
del tipo energética. Derivando la ecuación de la energía cinética de rotación del dipolo y teniendo
en cuenta que, según la ecuación 4.89, la velocidad de rotación alrededor del eje z en el sistema de








































































































































































































































5 Movimiento sobre un medio
superconductor
En este capítulo se analizan los resultados numéricos obtenidos haciendo uso de la formulación
desarrollada en la sección 4.2.
En concreto, se analiza y compara la evolución de un dipolo magnético con geometría de disco,
al variar diferentes parámetros. Y por último, se comparan tres geometrías diferentes de dipolos,
considerando a su vez, tres orientaciones iniciales diferentes.
El sistema queda determinado por 10 variables, caracterizadas por los siguientes parámetros y condi-
ciones iniciales:
• Parámetros del dipolo: Geometría (λ), intensidad magnética (β) y velocidad de rotación (Ω)
• Condiciones iniciales del sistema: Altura inicial (ζ(0)), velocidad inicial (νz(0)), orientación inicial
(κX¯,Y¯,Z¯(0)), velocidad de rotación inicial alrededor de los ejes de no simetría (ϖX¯,Y¯(0))
Este sistema se puede reducir usando la expresión 4.126, de forma que la componente κY¯(0) se expresa






Además, considerando que la velocidad inicial del dipolo es siempre nula:
νz(0) = 0 (5.2)
y las velocidades de rotación inicial alrededor de los dos ejes de no simetría del dipolo son equivalentes:
ϖX¯(0) = ϖY¯(0) (5.3)
Las únicas variables a tener en cuenta para la determinación del problema son las siguientes siete:
• Geometría del dipolo: λ
• Intensidad magnética del dipolo: β
• Velocidad de rotación del eje de simetría del dipolo: Ω
• Altura inicial del dipolo: ζ(0)
• Orientación inicial del dipolo: κX¯(0) y κZ¯(0)
• Velocidad de rotación inicial alrededor de los ejes de no simetría del dipolo: ϖX¯(0)
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5.1 Dipolo con configuración geométrica de un disco
En el caso de que el dipolo magnético presente una configuración geométrica similar a la de un disco
delgado, la inercia del eje de simetría del dipolo es el doble que la inercia alrededor de los otros ejes.
Para un caso genérico, caracterizado por las siguientes propiedades:
• Parámetros del sistema
– Geometría de disco: λ = 2
– Intensidad magnética media: β = 1
– Velocidad de rotación del eje de simetría media: Ω = 1
• Condiciones iniciales del problema
– Altura inicial unidad: ζ(0) = 1
– Velocidad inicial nula: νz(0) = 0
– Orientación inicial vertical: κZ¯(0) = 1
– Velocidad inicials de rotación de ejes de no simetría media: ϖX¯,Y¯(0) = 1
se obtiene el siguiente valor de las constantes de movimientoa, donde se indica el código de color de





Z¯ = 1 (5.4)
























Figura 5.1 Valor de constantes del sistema: λ = 2, β = 1, Ω = 1, κZ¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 1
A continuación se compara la evolución temporal de ciertas variables del dipolo al caer sobre el plano
superconductor, considerando tres orientaciones iniciales diferentes de este, en los siguientes esce-
narios donde uno de los parámetros toma dos valores distintos mientras que, los otros permanecen
constantes:
• Aumento de intensidad magnética: β = {0,10}, Ω = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 1
• Aumento de velocidad de rotación del eje de simetría: β = 1, Ω = {0,10}, ϖX¯,Y¯(0) = 1
• Aumento de velocidad de rotación inicial de otros ejes: β = 1, Ω = 1, ϖX¯,Y¯(0) = {0,10}
donde el resto de parámetros y condiciones iniciales que definen el conjunto no varían, esto es: λ = 2,
ζ(0) = 1, νz(0) = 0.
a Sección 4.3
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5.1.1 Aumento de la intensidad magnética
En esta sección se analiza la evolución temporal de la posición, velocidad, velocidad de rotación y tra-
yectoria del polo (+) de un dipolo con geometría de disco, velocidad de rotación del eje de simetría y
velocidad de rotación inicial de ejes de no simetría media, considerando tres orientaciones iniciales dis-
tintas: horizontal, vertical y oblicua, comparando los resultados para los valores:
β = 0 intensidad magnética baja
β = 10 intensidad magnética alta








(a) Dipolo inicialmente horizontal: κX¯(0) = 1






(b) Dipolo inicialmente vertical: κZ¯(0) = 1






(c) Dipolo inicialmente oblicuo: κX¯,Y¯,Z¯(0) = 1/
√
3
Figura 5.2 Posición ( ) y velocidad ( ): λ = 2, β = {0,10}, Ω = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 1
En la figura 5.2 se muestra la evolución de la posición y velocidad del dipolo – que parte con una
altura inicial unidad y una velocidad inicial nula – para varios valores del parámetro magnético, según
su orientación inicial.
En la figura 5.2a se compara la posición y velocidad del dipolo inicialmente horizontal con:
• Intensidad magnética baja: ζ ∈ [0.87,1.44), νz ∈ (–0.58,0.57)
• Intensidad magnética alta: ζ ∈ [0.96,1.10), νz ∈ (–0.15,0.15]
Al aumentar β, la variación de la posición del cdm del dipolo disminuye un Δζ ≈ 75% y el rango de
valores de velocidad disminuye un Δνz ≈ 74%.
En la figura 5.2b se compara la posición y velocidad del dipolo inicialmente vertical con:
• Intensidad magnética baja: ζ ∈ [1.00,1.28), νz ∈ (–0.33,0.32]
• Intensidad magnética alta: ζ ∈ [0.98,1.33], νz ∈ [–0.42,0.43)
Al aumentar β, la variación de la posición del cdm del dipolo aumenta un Δζ≈ 25% y el rango de valores
de velocidad aumenta un Δνz ≈ 31%.
En la figura 5.2c se compara la posición y velocidad del dipolo inicialmente oblicuo con:
• Intensidad magnética baja: ζ ∈ [0.94,1.45], νz ∈ (–0.49,0.49)
• Intensidad magnética alta: ζ ∈ [1.00,1.09], νz ∈ [–0.11,0.11]
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Al aumentar β, la variación de la posición del cdm del dipolo disminuye un Δζ ≈ 82% y el rango de
valores de velocidad disminuye un Δνz ≈ 78%.
En el caso de que el dipolo inicie el movimiento con orientación horizontal u oblicua, al aumentar β,
la oscilación de este disminuye; pero, si el dipolo parte con una orientación vertical, las oscilaciones
aumentan.
En la región izquierda de la figura 5.3 se muestra la trayectoria seguida por el polo (+) del dipolo
así como su posición, orientación y líneas de corrientes generadas en el plano superconductor, en el
instante final de la simulación, para varios valores del parámetro magnético y según su orientación
inicial.
En la figura 5.3a se compara la trayectoria del polo (+) del dipolo inicialmente horizontal con:
• Intensidad magnética baja: ξ ∈ [0.17,0.50], η ∈ [–0.43,0.10), θ ∈ (–11.15◦,59.36◦)
• Intensidad magnética alta: ξ ∈ (–0.50,0.50], η ∈ (–0.50,0.50), θ ∈ [–9.31◦,34.39◦]
Al aumentar β, el rango de valores de orientación del dipolo disminuye un Δθ≈ 38%.
En la figura 5.3c se compara la trayectoria del polo (+) del dipolo inicialmente vertical con:
• Intensidad magnética baja: ξ ∈ (–0.10,0.43], η ∈ [–0.43,0.10), θ ∈ [19.49◦,90.00◦]
• Intensidad magnética alta: ξ ∈ (–0.49,0.49], η ∈ (–0.50,0.48], θ ∈ [–18.00◦,90.00◦]
Al aumentar β, el rango de valores de orientación del dipolo aumenta un Δθ≈ 53%.
En la figura 5.3e se compara la trayectoria del polo (+) del dipolo inicialmente oblicuo con:
• Intensidad magnética baja: ξ ∈ (–0.29,0.29), η ∈ (–0.41,0.14), θ ∈ [35.26◦,74.16◦]
• Intensidad magnética alta: ξ ∈ (–0.49,0.49), η ∈ (–0.49,0.49), θ ∈ [10.72◦,38.38◦]
Al aumentar β, el rango de valores de orientación del dipolo aumenta un Δθ≈ 28%.
Para cualquiera de las orientaciones, la trayectoria que describe el dipolo tiene forma de circunferencia
alrededor del eje vertical ζ en el sistema de referencia fijo.
En la región derecha de la figura 5.3 se muestra la relación entre la velocidad de rotación de cada uno
de los dos ejes de no simetría del dipolo – que parte con una velocidad de rotación inicial unidad – para
varios valores del parámetro magnético, según su orientación inicial.
En la figura 5.3b se compara la velocidad de rotación del dipolo inicialmente horizontal con:
• Intensidad magnética baja: ϖX¯ ∈ [–1.41,1.41], ϖY¯ ∈ [–1.41,1.41]
• Intensidad magnética alta: ϖX¯ ∈ (–1.37,1.08), ϖY¯ ∈ (–1.38,1.29]
En la figura 5.3d se compara la velocidad de rotación del dipolo inicialmente vertical con:
• Intensidad magnética baja: ϖX¯ ∈ [–1.41,1.41], ϖY¯ ∈ [–1.41,1.41]
• Intensidad magnética alta: ϖX¯ ∈ [–2.83,2.76), ϖY¯ ∈ (–2.91,2.78)
En la figura 5.3f se compara la velocidad de rotación del dipolo inicialmente oblicuo con:
• Intensidad magnética baja: ϖX¯ ∈ [–1.41,1.41], ϖY¯ ∈ [–1.41,1.41]
• Intensidad magnética alta: ϖX¯ ∈ (–1.93,1.93], ϖY¯ ∈ (–1.93,1.96)
Para β = 0, la velocidad de rotación del eje Y¯ frente a la velocidad de rotación del eje X¯ genera una
figura circunferencial de radio 1.41 mientras que, para β = 10, el patrón de flor generado se expande
de manera radial, tanto más cuanto más vertical inicia el movimiento el dipolo.
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(a) Trayectoria y líneas de corrientea: κX¯(0) = 1
Extracto de figuras A.225 y A.261 del anexo








(b) Velocidad de rotación eje Y¯ frente eje X¯:
κX¯(0) = 1
(c) Trayectoria y líneas de corrientea: κZ¯(0) = 1
Extracto de figuras A.279 y A.315 del anexo








(d) Velocidad de rotación eje Y¯ frente eje X¯:
κZ¯(0) = 1
(e) Trayectoria y líneas de corrientea: κX¯,Y¯,Z¯(0) = 1/
√
3
Extracto de figuras A.333 y A.369 del anexo












Figura 5.3 Trayectoria y velocidad de rotación ejes X¯ e Y¯: λ = 2, β = {0,10}, Ω = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 1
a Representación izqda. β = 0, dcha. β = 10
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5.1.2 Aumento de la velocidad de rotación del eje de simetría del dipolo
En esta sección se analiza la evolución temporal de la posición, velocidad, velocidad de rotación y tra-
yectoria del polo (+) de un dipolo con geometría de disco, intensidad magnética y velocidad de rotación
inicial de ejes de no simetría media, considerando tres orientaciones iniciales distintas: horizontal, ver-
tical y oblicua, comparando los resultados para los valores:
Ω = 0 velocidad de rotación del eje de simetría baja
Ω = 10 velocidad de rotación del eje de simetría alta






(a) Dipolo inicialmente horizontal: κX¯(0) = 1






(b) Dipolo inicialmente vertical: κZ¯(0) = 1






(c) Dipolo inicialmente oblicuo: κX¯,Y¯,Z¯(0) = 1/
√
3
Figura 5.4 Posición ( ) y velocidad ( ): λ = 2, β = 1, Ω = {0,10}, ϖX¯,Y¯(0) = 1
En la figura 5.4 se muestra la evolución de la posición y velocidad del dipolo – que parte con una altura
inicial unidad y una velocidad inicial nula – para varios valores de velocidad de rotación del eje de
simetría, según su orientación inicial.
En la figura 5.4a se compara la posición y velocidad del dipolo inicialmente horizontal con:
• Velocidad de rotación baja: ζ ∈ [0.96,1.18], νz ∈ (–0.25,0.25)
• Velocidad de rotación alta: ζ ∈ [1.00,1.00], νz ∈ [0.00,0.00]
Mientras que, para Ω = 0 el dipolo oscila en torno a la altura inicial; para Ω = 10, el dipolo permanece
estático en la posición inicial.
En la figura 5.4b se compara la posición y velocidad del dipolo inicialmente vertical con:
• Velocidad de rotación baja: ζ ∈ [1.00,1.36), νz ∈ (–0.39,0.37]
• Velocidad de rotación alta: ζ ∈ [1.00,1.44], νz ∈ (–0.40,0.39]
Al aumentar Ω, el dipolo aumenta su oscilación un Δζ ≈ 22%, mientras que, el rango de valores de
velocidad aumenta únicamente un Δνz ≈ 4%.
En la figura 5.4c se compara la posición y velocidad del dipolo inicialmente oblicuo con:
• Velocidad de rotación baja: ζ ∈ [1.00,1.09], νz ∈ (–0.12,0.12)
• Velocidad de rotación alta: ζ ∈ [1.00,1.19), νz ∈ [–0.18,0.18]
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Al aumentar Ω, el dipolo aumenta su oscilación un Δζ ≈ 111%, mientras que, el rango de valores de
velocidad aumenta un Δνz ≈ 50%.
Al aumentar Ω, el dipolo aumenta su oscilación salvo cuando el dipolo inicia el movimiento con orien-
tación horizontal, donde el dipolo disminuye su oscilación hasta tal punto de quedarse en posición de
equilibrio estático.
En la región izquierda de la figura 5.5 se muestra la trayectoria seguida por el polo (+) del dipolo
así como su posición, orientación y líneas de corrientes generadas en el plano superconductor, en el
instante final de la simulación, para varios valores de velocidad de rotación del eje de simetría y según
su orientación inicial.
En la figura 5.5a se compara la trayectoria del polo (+) del dipolo inicialmente horizontal con:
• Velocidad de rotación baja: ξ ∈ [–0.49,0.50], η ∈ [–0.49,0.50), θ ∈ [–40.79◦,40.57◦)
• Velocidad de rotación alta: ξ ∈ [0.49,0.50], η ∈ (–0.06,0.09), θ ∈ (–1.19◦,6.88◦]
Al aumentar Ω, el dipolo disminuye el rango de valores de su orientación un Δθ≈ 90%.
En la figura 5.5c se compara la trayectoria del polo (+) del dipolo inicialmente vertical con:
• Velocidad de rotación baja: ξ ∈ [–0.35,0.35], η ∈ [–0.35,0.35], θ ∈ [–89.58◦,90.00◦]
• Velocidad de rotación alta: ξ ∈ [–0.01,0.07), η ∈ (–0.06,0.07), θ ∈ [81.89◦,90.00◦]
Al aumentar Ω, el dipolo disminuye el rango de valores de su orientación un Δθ≈ 95%.
En la figura 5.5e se compara la trayectoria del polo (+) del dipolo inicialmente oblicuo con:
• Velocidad de rotación baja: ξ ∈ [–0.49,0.49], η ∈ (–0.49,0.49], θ ∈ (–35.52◦,35.31◦]
• Velocidad de rotación alta: ξ ∈ (–0.01,0.41), η ∈ (–0.41,0.03], θ ∈ [25.26◦,43.28◦]
Al aumentar Ω, el dipolo disminuye el rango de valores de su orientación un Δθ≈ 75%.
Conforme aumentaΩ, el dipolo disminuye el rango de valores de su orientación; siendo más acentuada
esta disminución cuando el dipolo inicia el movimiento con orientación horizontal o vertical.
En la región derecha de la figura 5.5 se muestra la relación entre la velocidad de rotación de cada uno
de los dos ejes de no simetría del dipolo – que parte con una velocidad de rotación inicial unidad – para
varios valores de velocidad de rotación del eje de simetría, según su orientación inicial.
En la figura 5.5b se compara la velocidad de rotación del dipolo inicialmente horizontal con:
• Velocidad de rotación baja: ϖX¯ ∈ [0.90,1.21], ϖY¯ ∈ (0.66,1.04]
• Velocidad de rotación alta: ϖX¯ ∈ [–1.41,1.41], ϖY¯ ∈ [–1.41,1.41]
En la figura 5.5d se compara la velocidad de rotación del dipolo inicialmente vertical con:
• Velocidad de rotación baja: ϖX¯ ∈ [1.00,1.15], ϖY¯ ∈ [1.00,1.15]
• Velocidad de rotación alta: ϖX¯ ∈ (–1.42,1.41], ϖY¯ ∈ [–1.41,1.42)
En la figura 5.5f se compara la velocidad de rotación del dipolo inicialmente oblicuo con:
• Velocidad de rotación baja: ϖX¯ ∈ [0.90,1.18), ϖY¯ ∈ (0.90,1.17]
• Velocidad de rotación alta: ϖX¯ ∈ [–1.41,1.41], ϖY¯ ∈ [–1.40,1.40]
Para Ω = 0, el valor de la velocidad de rotación del eje Y¯ del dipolo frente al eje X¯ describen un arco
de circunferencia cuando el dipolo inicia el movimiento con orientación horizontal y oblicua; mientras
que, cuando el dipolo inicialmente se encuentra en posición vertical, la relación entre las velocidades
de rotación es una línea recta.
Para Ω= 10, el patrón que describe el parámetro ϖY¯ frente a ϖX¯ es una circunferencia de radio r = 1.41.
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(a) Trayectoria y líneas de corrientea: κX¯(0) = 1
Extracto de figuras A.237 y A.249 del anexo






(b) Velocidad de rotación eje Y¯ frente eje X¯:
κX¯(0) = 1
(c) Trayectoria y líneas de corrientea: κZ¯(0) = 1
Extracto de figuras A.291 y A.303 del anexo






(d) Velocidad de rotación eje Y¯ frente eje X¯:
κZ¯(0) = 1
(e) Trayectoria y líneas de corrientea: κX¯,Y¯,Z¯(0) = 1/
√
3
Extracto de figuras A.345 y A.357 del anexo










Figura 5.5 Trayectoria y velocidad de rotación ejes X¯ e Y¯: λ = 2, β = 1, Ω = {0,10}, ϖX¯,Y¯(0) = 1
a Representación izqda. Ω = 0, dcha. Ω = 10
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5.1.3 Aumento de la velocidad de rotación inicial de ejes de no simetría del dipolo
En esta sección se analiza la evolución temporal de la posición, velocidad, velocidad de rotación y tra-
yectoria del polo (+) de un dipolo con geometría de disco, con una intensidad magnética y velocidad de
rotación del eje de simetría media, considerando tres orientaciones iniciales distintas: horizontal, verti-
cal y oblicua, comparando los resultados para los valores:
ϖX¯,Y¯(0) = 0 velocidad de rotación inicial de ejes de no simetría baja
ϖX¯,Y¯(0) = 10 velocidad de rotación inicial de ejes de no simetría alta






(a) Dipolo inicialmente horizontal: κX¯(0) = 1






(b) Dipolo inicialmente vertical: κZ¯(0) = 1






(c) Dipolo inicialmente oblicuo: κX¯,Y¯,Z¯(0) = 1/
√
3
Figura 5.6 Posición ( ) y velocidad ( ): λ = 2, β = 1, Ω = 1, ϖX¯,Y¯(0) = {0,10}
En la figura 5.6 se muestra la evolución de la posición y velocidad del dipolo – que parte con una altura
inicial unidad y una velocidad inicial nula – para varios valores de velocidad de rotación inicial, según
su orientación inicial.
En la figura 5.6a se compara la posición y velocidad del dipolo inicialmente horizontal con:
• Velocidad de rotación inicial baja: ζ ∈ [1.00,1.00], νz ∈ [0.00,0.00]
• Velocidad de rotación inicial alta: ζ ∈ [1.00,1.13), νz ∈ [–0.13,0.13)
Para ϖX¯,Y¯(0) = 0 el dipolo permanece estático en la misma altura inicial; mientras que, al aumentar a
ϖX¯,Y¯(0) = 10, el dipolo comienza a oscilar por encima de la altura inicial.
En la figura 5.6b se compara la posición y velocidad del dipolo inicialmente vertical con:
• Velocidad de rotación inicial baja: ζ ∈ [1.00,1.45), νz ∈ [–0.40,0.40]
• Velocidad de rotación inicial alta: ζ ∈ [1.00,1.22], νz ∈ (–0.22,0.22]
Al aumentar ϖX¯,Y¯(0), la oscilación del dipolo disminuye un Δζ≈ 51% y el rango de valores de velocidad
disminuye un Δνz ≈ 45%.
En la figura 5.6c se compara la posición y velocidad del dipolo inicialmente oblicuo con:
• Velocidad de rotación inicial baja: ζ ∈ [1.00,1.13], νz ∈ [–0.14,0.14]
• Velocidad de rotación inicial alta: ζ ∈ [1.00,1.06), νz ∈ [–0.06,0.06]
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Al aumentar ϖX¯,Y¯(0), la oscilación del dipolo disminuye un Δζ≈ 54% y el rango de valores de velocidad
disminuye un Δνz ≈ 57%.
En general, al aumentar la velocidad de rotación inicial ϖX¯,Y¯(0), el dipolo disminuye su oscilación y
velocidad, salvo en el caso que comience el movimiento con orientación horizontal, que el aumento de
este parámetro provoca que el dipolo salga de la posición de equilibrio y oscile por encima de dicha
posición.
En la región izquierda de la figura 5.7 se muestra la trayectoria seguida por el polo (+) del dipolo
así como su posición, orientación y líneas de corrientes generadas en el plano superconductor, en el
instante final de la simulación, para varios valores de velocidad de rotación inicial y según su orientación
inicial.
En la figura 5.7a se compara la trayectoria del polo (+) del dipolo inicialmente horizontal con:
• Velocidad de rotación inicial baja: ξ ∈ [0.50,0.50], η ∈ [0.00,0.00], θ ∈ [0.00◦,0.00◦]
• Velocidad de rotación inicial alta: ξ ∈ [–0.49,0.50], η ∈ [–0.47,0.43], θ ∈ [–37.46◦,53.56◦]
Para ϖX¯,Y¯(0) = 0, el dipolo permanece en la misma orientación horizontal con la que inicia el movimien-
to. Cuando ϖX¯,Y¯(0) = 10, el dipolo describe una trayectoria circular contenida en un plano inclinado
respecto al plano superconductor.
En la figura 5.7c se compara la trayectoria del polo (+) del dipolo inicialmente vertical con:
• Velocidad de rotación inicial baja: ξ ∈ [0.00,0.00], η ∈ [0.00,0.00], θ ∈ [90.00◦,90.00◦]
• Velocidad de rotación inicial alta: ξ ∈ [–0.38,0.45), η ∈ [–0.40,0.29], θ ∈ (–73.83◦,90.00◦]
Para ϖX¯,Y¯(0) = 0, el dipolo permanece en la misma orientación vertical con la que inicia el movimiento.
Cuando ϖX¯,Y¯(0) = 10, el dipolo describe una trayectoria circular contenida en un plano prácticamente
perpendicular al plano superconductor.
En la figura 5.7e se compara la trayectoria del polo (+) del dipolo inicialmente oblicuo con:
• Velocidad de rotación inicial baja: ξ ∈ [–0.44,0.44], η ∈ (–0.44,0.44), θ ∈ [27.39◦,35.53◦]
• Velocidad de rotación inicial alta: ξ ∈ (–0.49,0.49, η ∈ (–0.50,0.50), θ ∈ (–19.21◦,35.26◦]
Para ϖX¯,Y¯(0) = 0, el dipolo describe una trayectoria circular alrededor del eje vertical ζ en el sistema de
referencia fijo.; mientras que, para ϖX¯,Y¯(0) = 10, el dipolo describe una trayectoria circular contenida
en un plano inclinado respecto al plano superconductor. Asimismo, al aumentar ϖX¯,Y¯(0), el rango de la
orientación aumenta un Δθ≈ 569%.
Al aumentar ϖX¯,Y¯(0), el dipolo comienza a describir una trayectoria circular, independientemente de su
orientación inicial.
En la región derecha de la figura 5.7 se muestra la relación entre la velocidad de rotación de cada uno
de los dos ejes de no simetría del dipolo para varios valores de velocidad de rotación inicial, según su
orientación inicial.
En la figura 5.7b se compara la velocidad de rotación del dipolo inicialmente horizontal con:
• Velocidad de rotación inicial baja: ϖX¯ ∈ [0.00,0.00], ϖY¯ ∈ [0.00,0.00]
• Velocidad de rotación inicial alta: ϖX¯ ∈ [–14.13,14.13], ϖY¯ ∈ [–14.13,14.13]
En la figura 5.7d se compara la velocidad de rotación del dipolo inicialmente vertical con:
• Velocidad de rotación inicial baja: ϖX¯ ∈ [0.00,0.00], ϖY¯ ∈ [0.00,0.00]
• Velocidad de rotación inicial alta: ϖX¯ ∈ [–14.14,14.14], ϖY¯ ∈ (–14.15,14.15)
En la figura 5.7f se compara la velocidad de rotación del dipolo inicialmente oblicuo con:
• Velocidad de rotación inicial baja: ϖX¯ ∈ [–0.25,0.25], ϖY¯ ∈ [–0.26,0.25]
• Velocidad de rotación inicial alta: ϖX¯ ∈ (–14.15,14.15), ϖY¯ ∈ (–14.14,14.14]
ParaϖX¯,Y¯(0) = 0, la velocidad de rotación de los ejes diferentes al de simetría permanecen con valor nulo
cuando el dipolo comienza el movimiento inicialmente con orientación horizontal o vertical; mientras
que, cuando la orientación inicial del dipolo es oblicua, la velocidad de rotación de estos ejes aumenta
ligeramente con el tiempo.
Cuando ϖX¯,Y¯(0) = 10, la velocidad de rotación del eje Y¯ respecto a la velocidad de rotación del eje X¯
describe una circunferencia de radio r≈ 14.15.
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(a) Trayectoria y líneas de corrientea: κX¯(0) = 1
Extracto de figuras A.241 y A.245 del anexo








(b) Velocidad de rotación eje Y¯ frente eje X¯:
κX¯(0) = 1
(c) Trayectoria y líneas de corrientea: κZ¯(0) = 1
Extracto de figuras A.295 y A.299 del anexo








(d) Velocidad de rotación eje Y¯ frente eje X¯:
κZ¯(0) = 1
(e) Trayectoria y líneas de corrientea: κX¯,Y¯,Z¯(0) = 1/
√
3
Extracto de figuras A.349 y A.353 del anexo












Figura 5.7 Trayectoria y velocidad de rotación ejes X¯ e Y¯: λ = 2, β = 1, Ω = 1, ϖX¯,Y¯(0) = {0,10}
a Representación izqda. ϖX¯,Y¯(0) = 0, dcha. ϖX¯,Y¯(0) = 10
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5.2 Comparación según la geometría del dipolo
5.2.1 Dipolo con orientación inicial horizontal









(a) Posición ( ) y velocidad ( )
(b) Trayectoria y líneas de corriente
Líneas de corriente izqda. λ = 0, ctro. λ = 1, dcha. λ = 2
Extracto de figuras A.9, A.81 y A.243 del anexo






(c) Velocidad de rotación eje Y¯ frente eje X¯
Figura 5.8 Comparación según geometría: λ = {0,1,2}, β = 1, Ω = 1, κX¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 1
En la figura 5.8 se muestra la evolución de la posición y velocidad (figura 5.8a), velocidad de rotación
(figura 5.8c) y trayectoria (figura 5.8b) del polo (+) de un dipolo con orientación inicial horizontal (para
diferentes geometrías) cuyos valores extremos se incluyen en la tabla 5.1.
Orientación inicial del dipolo Geometría del dipolo
Horizontal Varilla: λ = 0 Esfera: λ = 1 Disco: λ = 2
Posición cdm: ζ [0.96,1.18] [0.69,1.69) [0.87,1.43)
Velocidad cdm: νz (–0.25,0.25) [–0.87,0.88) [–0.57,0.57)
Desplazamiento x polo (+): ξ [–0.49,0.50] (–0.13,0.50] (–0.50,0.50]
Desplazamiento y polo (+): η [–0.49,0.50) (–0.48,0.43] (–0.50,0.50)
Orientación: θ [◦] [–40.79,40.57) [–17.71,90.00] (–10.63,57.04]
Velocidad rotación eje X¯: ϖX¯ (–1.39,1.39) [0.82,1.38] [–1.40,1.38)
Velocidad rotación eje Y¯: ϖY¯ (–1.38,1.38) [–0.47,1.00] (–1.35,1.40)
Tabla 5.1 Valores máximos según geometría: λ = {0,1,2}, β = 1, Ω = 1, κX¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 1
Dipolo con geometría de varilla
Dipolo con geometría de esfera
Dipolo con geometría de disco
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Orientación inicial del dipolo Geometría del dipolo
Horizontal Varilla: λ = 0 Esfera: λ = 1 Disco: λ = 2
Variación posición cdm: Δζ 0.22 1.00 0.56
Variación velocidad cdm: Δνz 0.50 1.75 1.14
Variación desplazamiento x polo (+): Δξ 0.99 0.63 1.00
Variación desplazamiento y polo (+): Δη 0.99 0.91 1.00
Variación orientación: Δθ [◦] 81.36 107.71 67.67
Variación velocidad rotación eje X¯: ΔϖX¯ 2.78 2.20 2.78
Variación velocidad rotación eje Y¯: ΔϖY¯ 2.76 1.47 2.75
Tabla 5.2 Variación según geometría: λ = {0,1,2}, β = 1, Ω = 1, κX¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 1
En la tabla 5.2 se observan las variaciones de cada uno de los parámetros recogidos durante la simula-
ción, para las diferentes geometrías consideradas.
El dipolo con geometría de esfera (λ = 1) es el que más oscila y con mayor velocidad, seguido por el
dipolo con geometría de disco (λ = 2) y, por último, el dipolo con geometría de varilla (λ = 0).
Asimismo, la posición en torno a la cual oscila varía, de forma que, el dipolo con geometría de varilla
(λ = 0) oscila alrededor de la posición menos elevada; seguido por el dipolo con orientación inicial de
disco (λ = 2) y, por último, el dipolo con geometría de esfera (λ = 1).
La trayectoria descrita por estos dipolos es, aproximadamente circular, alrededor del eje vertical ζ en el
sistema de referencia fijo en el caso de los dipolos con geometría de varilla (λ = 0) y de disco (λ = 2);
mientras que, en el dipolo con geometría de esfera (λ = 1), la trayectoria seguida es más alargada y con
una proyección horizontal contenida en un sector del espacio más contenido, de modo que no llega a
rotar por completo alrededor del eje vertical ζ en el sistema de referencia fijo.
El dipolo con geometría de esfera (λ = 1) es el que presenta una mayor variación en su orientación,
seguido por el dipolo con geometría de varilla (λ = 0) y, por último, el dipolo con geometría de disco
(λ = 2).
La velocidad de rotaciónϖY¯ frente a la velocidad de rotaciónϖX¯ genera una figura circular en los dipolos
con geometría de varilla (λ=0) y disco (λ=2), conmayor dispersión en las curvas trazadas en este último.
Sin embargo, en el dipolo con geometría de esfera (λ = 1), esta relación de velocidades de rotación
describe un patrón estrellado en torno a un arco de circunferencia, el cual es completado de manera
más pausada que el resto. En el instante de representación, este no ha descrito una circunferencia
completa, mientras que en el resto de los casos han trazado varias.
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5.2.2 Dipolo con orientación inicial vertical








(a) Posición ( ) y velocidad ( )
(b) Trayectoria y líneas de corriente
Líneas de corriente izqda. λ = 0, ctro. λ = 1, dcha. λ = 2
Extracto de figuras A.27, A.135 y A.297 del anexo






(c) Velocidad de rotación eje Y¯ frente eje X¯
Figura 5.9 Comparación según geometría: λ = {0,1,2}, β = 1, Ω = 1, κZ¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 1
En la figura 5.9 se muestra la evolución temporal de la posición y velocidad (figura 5.9a), velocidad de
rotación (figura 5.9c) y trayectoria del polo (+) (figura 5.9b) de un dipolo con orientación inicial vertical,
para diferentes geometrías (varilla, esfera y disco).
En la tabla 5.3 se indican los valores extremos alcanzados durante la simulación del sistema, para cada
una de las geometrías del dipolo consideradas en la representación de la figura 5.9.
Orientación inicial del dipolo Geometría del dipolo
Vertical Varilla: λ = 0 Esfera: λ = 1 Disco: λ = 2
Posición cdm: ζ [1.00,1.36) [0.60,2.34] [1.00,1.26)
Velocidad cdm: νz (–0.39,0.37] (–1.40,1.39) [–0.31,0.32)
Desplazamiento x polo (+): ξ [–0.35,0.35] (–0.50,0.50) [–0.48,0.46]
Desplazamiento y polo (+): η [–0.35,0.35] (–0.49,0.49] (–0.49,0.47]
Orientación: θ [◦] [–89.58,90.00] (–25.15,90.00] [13.74,90.00]
Velocidad rotación eje X¯: ϖX¯ [–1.47,1.58] (–1.50,1.48] [–1.55,1.54]
Velocidad rotación eje Y¯: ϖY¯ [–1.60,1.58] (–1.61,1.27) [–1.55,1.55]
Tabla 5.3 Valores máximos según geometría: λ = {0,1,2}, β = 1, Ω = 1, κZ¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 1
Dipolo con geometría de varilla
Dipolo con geometría de esfera
Dipolo con geometría de disco
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Orientación inicial del dipolo Geometría del dipolo
Vertical Varilla: λ = 0 Esfera: λ = 1 Disco: λ = 2
Variación posición cdm: Δζ 0.36 1.74 0.26
Variación velocidad cdm: Δνz 0.76 2.79 0.63
Variación desplazamiento x polo (+): Δξ 0.70 1.00 0.94
Variación desplazamiento y polo (+): Δη 0.70 0.98 0.96
Variación orientación: Δθ [◦] 179.58 115.15 76.26
Variación velocidad rotación eje X¯: ΔϖX¯ 3.05 2.98 3.09
Variación velocidad rotación eje Y¯: ΔϖY¯ 3.18 2.88 3.10
Tabla 5.4 Variación según geometría: λ = {0,1,2}, β = 1, Ω = 1, κZ¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 1
En la tabla 5.4 se observan las variaciones de cada uno de los parámetros recogidos durante la simula-
ción, para las diferentes geometrías consideradas.
El dipolo con geometría de esfera (λ = 1) es el que más oscila y con mayor velocidad, seguido por el
dipolo con geometría de varilla (λ = 0) y, por último, el dipolo con geometría de disco (λ = 2).
Asimismo, la posición en torno a la cual oscila varía, de forma que, el dipolo con geometría de disco
(λ = 2) oscila alrededor de la posición menos elevada; seguido por el dipolo con orientación inicial de
varilla (λ = 0) y, por último, el dipolo con geometría de esfera (λ = 1).
La trayectoria descrita es, aproximadamente circular, alrededor del eje vertical ζ en el sistema de refe-
rencia fijo para los dipolos con geometría de esfera (λ = 1) y disco (λ = 2), mientras que, el dipolo con
geometría de varilla (λ = 0), describe una trayectoria circular sobre un plano vertical, perpendicular al
plano superconductor.
El dipolo con geometría de varilla (λ = 0) es el que presenta una mayor variación en su orientación,
seguido por el dipolo con geometría de esfera (λ = 1) y, por último, el dipolo con geometría de disco
(λ = 2).
La velocidad de rotaciónϖY¯ frente a la velocidad de rotaciónϖX¯ genera una figura circular en los dipolos
con geometría de varilla (λ = 0) y disco (λ = 2), este último con una mayor dispersión en el trazado de
las curvas. Sin embargo, en el dipolo con geometría de esfera (λ = 1), esta relación de velocidades de
rotación describe un patrón estrellado alrededor del origen de coordenadas, que es completado más
lentamente que el resto (aunquemás rápido que en el caso del dipolo con orientación inicial horizontala).
En el instante de representación, este no ha descrito una circunferencia completa, mientras que en el
resto de los casos han trazado varias circunferencias.
a Sección 5.2.1
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5.2.3 Dipolo con orientación inicial oblicua









(a) Posición ( ) y velocidad ( )
(b) Trayectoria y líneas de corriente
Líneas de corriente izqda. λ = 0, ctro. λ = 1, dcha. λ = 2
Extracto de figuras A.45, A.189 y A.351 del anexo






(c) Velocidad de rotación eje Y¯ frente eje X¯
Figura 5.10 Comparación según geometría: λ = {0,1,2}, β = 1, Ω = 1, κX¯,Y¯,Z¯(0) = 1/
√
3, ϖX¯,Y¯(0) = 1
En la figura 5.10 se muestra la evolución temporal de la posición y velocidad (figura 5.10a), velocidad
de rotación (figura 5.10c) y trayectoria del polo (+) (figura 5.10b) de un dipolo con orientación inicial
oblicua, para diferentes geometrías (varilla, esfera y disco).
En la tabla 5.5 se indican los valores extremos´alcanzados durante la simulación del sistema, para cada
una de las geometrías del dipolo consideradas en la representación de la figura 5.10.
Orientación inicial del dipolo Geometría del dipolo
Oblicuo Varilla: λ = 0 Esfera: λ = 1 Disco: λ = 2
Posición cdm: ζ [1.00,1.09] [0.96,1.17] [0.92,1.51)
Velocidad cdm: νz (–0.12,0.12) [–0.21,0.21) [–0.54,0.54]
Desplazamiento x polo (+): ξ [–0.49,0.49] [–0.44,0.44) [–0.40,0.38]
Desplazamiento y polo (+): η (–0.49,0.49] (–0.45,0.44] (–0.41,0.39]
Orientación: θ [◦] (–35.52,35.31] [25.10,35.26] [35.26,71.41]
Velocidad rotación eje X¯: ϖX¯ (–1.48,1.46] (–1.44,1.44] [–1.33,1.39]
Velocidad rotación eje Y¯: ϖY¯ (–1.48,1.44] [–1.44,1.44) (–1.39,1.37)
Tabla 5.5 Valores máximos según geometría: λ = {0,1,2}, β = 1, Ω = 1, κX¯,Y¯,Z¯(0) = 1/
√
3, ϖX¯,Y¯(0) = 1
Dipolo con geometría de varilla
Dipolo con geometría de esfera
Dipolo con geometría de disco
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Orientación inicial del dipolo Geometría del dipolo
Oblicuo Varilla: λ = 0 Esfera: λ = 1 Disco: λ = 2
Variación posición cdm: Δζ 0.09 0.21 0.59
Variación velocidad cdm: Δνz 0.24 0.42 1.08
Variación desplazamiento x polo (+): Δξ 0.98 0.88 0.78
Variación desplazamiento y polo (+): Δη 0.98 0.99 0.80
Variación orientación: Δθ [◦] 70.83 10.16 36.15
Variación velocidad rotación eje X¯: ΔϖX¯ 2.94 2.88 2.72
Variación velocidad rotación eje Y¯: ΔϖY¯ 2.92 2.88 2.76
Tabla 5.6 Variación según geometría: λ = {0,1,2}, β = 1, Ω = 1, κX¯,Y¯,Z¯(0) = 1/
√
3, ϖX¯,Y¯(0) = 1
En la tabla 5.6 se observan las variaciones de cada uno de los parámetros recogidos durante la simula-
ción, para las diferentes geometrías consideradas.
El dipolo con geometría de disco (λ = 2) es el que más oscila y con mayor velocidad, seguido por el
dipolo con geometría de esfera (λ = 1) y, por último, el dipolo con geometría de varilla (λ = 0).
Asimismo, la posición en torno a la cual oscila varía, de forma que, el dipolo con geometría de varilla
(λ = 0) oscila alrededor de la posición menos elevada; seguido por el dipolo con orientación inicial de
esfera (λ = 1) y, por último, el dipolo con geometría de disco (λ = 2).
La trayectoria descrita por estos dipolos es, aproximadamente circular, alrededor del eje vertical ζ en el
sistema de referencia fijo, para cualquier geometría: varilla (λ = 0), esfera (λ = 1) y disco (λ = 2).
El dipolo con geometría de varilla (λ = 0) es el que presenta una mayor variación en su orientación,
seguido por el dipolo con geometría de disco (λ = 2) y, por último, el dipolo con geometría de esfera
(λ = 1).
La velocidad de rotación ϖY¯ frente a la velocidad de rotación ϖX¯ genera una figura circular en los
dipolos con las tres geometrías consideradas de manera que, el dipolo con geometría de disco (λ = 2)
es el que presenta una mayor dispersión de las curvas trazadas, seguido por el dipolo con geometría
de varilla (λ = 0) y, por último, el dipolo con geometría de esfera (λ = 1).

6 Movimiento sobre un medio óhmico
En este capítulo se analizan los resultados numéricos cuando el plano sobre el que se deja caer el
dipolo es un medio óhmico con cierta resistividad.
Se analiza la evolución de un dipolo magnético con geometría de disco, al variar la altura inicial
desde la que cae, para diferentes valores del parámetro que define la intensidad de la conductivi-
dad del metal. Por último, se compara la evolución del dipolo cuando la conductividad del plano
sobre el que cae es finita y cuando el plano es superconductor, para tres valores distintos de altura
inicial.
6.1 Descripción del sistema
Considerando un dipolo magnético orientado inicialmente de manera vertical, con rotación inicial y
velocidad de rotación nulas, el problema queda determinado por las ecuaciones de cantidad de movi-
miento que, expresadas en el sistema de referencia {1}, se definen como:




Teniendo en cuenta que la gravedad únicamente impone una fuerza en dirección vertical, definida en
el sistema de referencia {1} como sigue:
Fg =mg (6.2)
las componentes de la ecuación 6.1 son:





dt = Fy donde vy =
dy
dt (6.4)
mdvzdt = –mg+Fz donde vz =
dz
dt (6.5)
Las ecuaciones que determinan la evolución del dipolo magnético al aproximarse al medio óhmico,
caracterizado por un material conductor de espesor reducido, son la siguientes dos ecuaciones de
Maxwell:
Ley de Gauss para el campo eléctrico ∇ ·Da = 0b (6.6)
Ley de Lenz-Faraday ∇×E = – 6B6t (6.7)
a En el espacio libre D = ε0E
b Densidad de carga eléctrica nula en el medio ρE = 0
77
















Figura 6.1 Sistemas de coordendasa
a Relación entre sistemas de coordenadas cartesianas, ci-
líndricas y esféricas
Considerando la expresión de la ley de Ohm:
J≡ Kδ = σE (6.8)
las ecuaciones 6.6 y 6.7 se reescriben, en función de
la densidad superficial de corriente, mediante coor-
denadas cilíndricas como:




















= –σδv 6Bz6t (6.10)
Dado que únicamente se considera el dipolo con
orientación vertical, la distribución de corrientes su-
perficiales K adquiere simetría de revolución, luego
se cumple la siguiente condición:
6
6θ = 0 (6.11)
Las ecuaciones 6.9 y 6.10 se reescriben como:





















 = μ04π 2z2 –ρ2(ρ2+z2)5/2 con ρ2 = x20+y20 (6.14)
A partir de las ecuaciones 6.12 y 6.13, se infiere que las componentes radial y azimutal de la densidad
superficial de corriente se definen como sigue:










)7/2ρdρ = 3μμ0σδρzvz4π(ρ2+z2)5/2 (6.16)
Utilizando la ecuación 6.8, la potencia disipada se puede expresar de esta manera [41]:
PK =
∫
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De forma que, esta fuerza se define en dirección vertical en el sistema de referencia {1} y, por ser de
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Tiempo característico
Definiendo, como referencia, el movimiento de caída libre vertical de una partícula sometida al efecto












y considerando una velocidad inicial nula de la partícula:
dz(0)
dt = 0 (6.23)






6.1.1 Sistema de ecuaciones
El conjunto de ecuaciones que definen el problema como un sistema de primer orden es:
dx
dt = vx (6.25)
dy
dt = vy (6.26)
dz
dt = vz (6.27)
dvx
dt = 0 (6.28)
dvy









A partir de las ecuaciones 6.28 y 6.29 se obtiene que la velocidad en el plano xy, respecto al sistema
de referencia {1}, se mantiene constante y, por tanto, las ecuaciones que definen el sistema pueden
reducirse únicamente a las dos siguientes.
Sistema de ecuaciones de relevancia
dz
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6.1.2 Adimensionalización de ecuaciones
Las ecuaciones 6.25 a 6.30 que definen el sistema se pueden adimensionalizar usando como base un
































Sin embargo, se opta por realizar otra adimensionalización distinta, definiendo la posición de equili-
brio z0 en el sistema de referencia {1} y el tiempo de referencia t0, como una magnitud derivada de
esta, de manera equivalente a la definida en las secciones 4.1.2 o 4.2.2,a de tal forma que las variables


















































)T = t20z0 ddt(vx vy vz)T ≡ 1g ddt(vx vy vz)T
Usando estas relaciones, para adimensionalizar la ecuación 6.30 se define el siguiente parámetro:














Este parámetro representa la diferencia entre la posición de referencia para adimensionalizar el sistema
en el caso del plano conductor y la posición de equilibrio en el caso del plano superconductor.
Puede relacionarse con la conductividad del plano estimando que, cuanto mayor es el valor de este
parámetro, menor es la disipación energética por parte del plano conductor y más intenso es el efecto
magnético sobre el dipolo.
a Para comparar con el caso donde el medio es superconductor
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Tiempo característico adimensional
Adimensionalizando la expresión 6.24 utilizando como base el tiempo adimensional definido en la ex-




Este valor será utilizado en las simulaciones realizadas durante el desarrollo de este capítulo como una
referencia del tiempo de simulación adimensional necesario para observar las diferencias existentes
entre el caso en el que el dipolo magnético situado de manera perpendicular al plano, cae sobre un
plano conductor y sobre un plano no conductor.
6.1.3 Sistema de ecuaciones adimensionales
El conjunto de ecuaciones adimensionales que definen el problema como sistema de primer orden es:
dξ
dt = νx (6.40)
dη
dt = νy (6.41)
dζ
dt = νz (6.42)
dνx
dt = 0 (6.43)
dνy






A partir de las ecuaciones 6.43 y 6.44 se obtiene que la velocidad en el plano xy, respecto al sistema
de referencia {1}, se mantiene constante y, por tanto, las ecuaciones que definen el sistema pueden
reducirse únicamente a las dos siguientes.
Sistema de ecuaciones adimensionales de relevancia
dζ
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6.2 Comparación según el valor del parámetro conductivo
6.2.1 Parámetro conductivo bajo
En las figuras 6.2 y 6.3 se muestran, respectivamente, la evolución temporal de la posición y velocidad
del dipolo al caer sobre un plano no/conductor ( / ) desde diferentes alturas iniciales.
Parámetro conductivo Altura inicial del dipolo
α = 0.1 ζ(0) = 1 ζ(0) = 2 ζ(0) = 4
Instante de impacto no conductor: τc 1.41 2.00 2.83
Velocidad (máx) instante de impacto no conductor: ν∗z,nc –1.41 –2.00 –2.83
Posición en instante de impacto τc conductor: ζc(τc) 0.30 0.27 0.24
Velocidad en instante de impacto τc conductor: νz,c(τc) –0.19 –0.23 –0.29
Velocidad máxima conductor: ν∗z,c –0.82 –1.54 –2.48
Tabla 6.1 Valores característicos según altura inicial del dipolo












Figura 6.2 Posición del dipolo y detalle en instante de impacto plano no conductor ζ(0) = 2














Figura 6.3 Velocidad del dipolo y detalle en instante de máxima velocidad plano conductor ζ(0) = 2
En la figura 6.4 se representa la posición frente a la velocidad del dipolo al caer sobre un plano de
material no/conductor ( / ) desde las diferentes alturas iniciales consideradas.







Figura 6.4 Posición frente velocidad
En un principio, sea o no conductor el plano sobre el que se
deja caer el dipolo, este sigue la misma evolución hasta alcanzar
cierta altura sobre el plano, donde aparecen ciertas diferencias
según se indica en la tabla 6.1:
• Posición: En la figura 6.2 se puede ver que, a medida que
la altura inicial es mayor, la altura a la que se encuentra el
dipolo en el instante τc es menor
• Velocidad: En la figura 6.3 se puede ver que a medida que
la altura inicial es mayor, la celeridad del dipolo es mayor,
así como el porcentaje de velocidad máxima en el caso
del plano conductor respecto al plano no conductor por
la mayor energía potencial
• Posición frente velocidad: En la figura 6.4 se puede ver
que, cuanto mayor es la altura inicial, el comportamiento
según el plano sea conductor o no difiere a una altura más
elevada, así como que la intensidad del frenado del dipolo
es mayor (menor pendiente νz – ζ en el frenado)
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6.2.2 Parámetro conductivo medio
En las figuras 6.5 y 6.6 se muestran, respectivamente, la evolución temporal de la posición y velocidad
del dipolo al caer sobre un plano no/conductor ( / ) desde diferentes alturas iniciales.
Parámetro conductivo Altura inicial del dipolo
α = 1 ζ(0) = 1 ζ(0) = 2 ζ(0) = 4
Instante de impacto no conductor: τc 1.41 2.00 2.83
Velocidad (máx) instante de impacto no conductor: ν∗z,nc –1.41 –2.00 –2.83
Posición en instante de impacto τc conductor: ζc(τc) 0.59 0.57 0.51
Velocidad en instante de impacto τc conductor: νz,c(τc) –0.16 –0.26 –0.33
Velocidad máxima conductor: ν∗z,c –0.42 –1.18 –2.20
Tabla 6.2 Valores característicos según altura inicial del dipolo












Figura 6.5 Posición del dipolo y detalle ζ(0) = 2














Figura 6.6 Velocidad del dipolo y detalle en instante de máxima velocidad plano conductor ζ(0) = 2
En la figura 6.7 se representa la posición frente a la velocidad del dipolo al caer sobre un plano de
material no/conductor ( / ) desde las diferentes alturas iniciales consideradas.







Figura 6.7 Posición frente velocidad
Al comienzo, sea o no conductor el plano sobre el que se deja
caer el dipolo, este sigue la misma evolución hasta alcanzar
cierta altura sobre el plano, donde aparecen ciertas diferencias
según se indica en la tabla 6.2:
• Posición: En la figura 6.5 se puede ver que, a medida que
la altura inicial es mayor, la altura a la que se encuentra el
dipolo en el instante τc es menor
• Velocidad: En la figura 6.6 se puede ver que a medida que
la altura inicial es mayor, la celeridad máxima del dipolo y
en el instante τc es mayor debido al aumento de energía
potencial
• Posición frente velocidad: En la figura 6.7 se puede ver
que, cuanto mayor es la altura inicial, el comportamiento
según el plano sea conductor o no difiere a una altura más
elevada, así como que la intensidad del frenado del dipolo
es mayor (menor pendiente νz – ζ en el frenado)
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6.2.3 Parámetro conductivo alto
En las figuras 6.8 y 6.9 se muestran, respectivamente, la evolución temporal de la posición y velocidad
del dipolo al caer sobre un plano no/conductor ( / ) desde diferentes alturas iniciales.
Parámetro conductivo Altura inicial del dipolo
α = 10 ζ(0) = 1 ζ(0) = 2 ζ(0) = 4
Instante de impacto no conductor: τc 1.41 2.00 2.83
Velocidad (máx) instante de impacto τc no conductor: ν∗z,nc –1.41 –2.00 –2.83
Posición en instante de impacto τc no conductor: ζc(τc) 0.89 1.15 1.10
Velocidad en instante de impacto τc conductor: νz,c(τc) –0.06 –0.23 –0.37
Velocidad máxima conductor: ν∗z,c –0.09 –0.63 –1.70
Tabla 6.3 Valores característicos según altura inicial del dipolo












Figura 6.8 Posición del dipolo y detalle ζ(0) = 2














Figura 6.9 Velocidad del dipolo y detalle en instante de máxima velocidad plano conductor ζ(0) = 2
En la figura 6.10 se representa la posición frente a la velocidad del dipolo al caer sobre un plano de
material no/conductor ( / ) desde las diferentes alturas iniciales consideradas.







Figura 6.10 Posición frente velocidad
Según las figuras anteriores y los valores mostrados en la tabla
6.3 se observan las siguientes diferencias:
• Posición: En la figura 6.8 se puede ver que para ζ(0) = 1 el
dipolo se encuentra desde el principio bajo la influencia
de la gran intensidad del plano conductor, mientras que
en las otras dos alturas iniciales a medida que la altura
inicial es mayor, la altura a la que se encuentra el dipolo
en el instante τc es menor
• Velocidad: En la figura 6.9 se puede ver que a medida
que la altura inicial es mayor, también lo es la celeridad
máxima del dipolo y en el instante τc debido al aumento
de energía potencial
• Posición frente velocidad: En la figura 6.10 se puede ver
que, cuanto mayor es la altura inicial, el comportamiento
según el plano sea conductor o no difiere a una altura más
elevada. Cuantomás alto se deja caer el dipolomás intenso
es el frenado cerca del plano conductor (menor pendiente
νz – ζ tras alcanzar la máxima velocidad)
86 Capítulo 6. Movimiento sobre un medio óhmico
6.3 Comparación del movimiento sobre un medio óhmico y uno supercon-
ductor
En esta sección se compara la evolución de un dipolo, considerando diferentes alturas iniciales desde
la cual se deja caer teniendo en cuenta, a su vez, diferentes propiedades del medio sobre el que cae:
Altura inicial
• Baja (menor que posición de equilibrio): ζ(0) = 0.75
• Media (algo mayor que posición de equilibrio): ζ(0) = 1.5
• Alta (mucho mayor que posición de equilibrio): ζ(0) = 3




6.3.1 Altura inicial baja
En la tabla 6.4 se indican algunos valores de relevancia, de la simulación realizada, donde se compara la
evolución temporal del dipolo al caer desde una altura inicial, menor a la posición de equilibrio, sobre
planos: sin propiedades conductivas, conductor y superconductor, respectivamente.
Altura inicial Tipo de material del plano
ζ(0) = 0.75 No conductor Conductor Superconductor
Instante de impacto: τc 1.22 → ∞ –
Velocidad máxima: ν∗z –1.22 –0.21 ±1.22
Tabla 6.4 Valores característicos según propiedades del plano
En la figura 6.11 se observa que el dipolo impacta sobre el plano no conductor debido únicamente al
efecto gravitatorio; mientras que, en el medio conductor, el dipolo se frena al acercarse al plano.














Figura 6.11 Posición y velocidad del dipolo
Sin embargo, en el medio superconductor, el dipolo oscila respecto a su posición de equilibrio, de ma-
nera indefinida puesto que se considera que no aparecen disipación energética.
En la figura 6.12 se representa la posición fren-
te a la velocidad del dipolo. Para el medio no
conductor, el dipolo sigue una trayectoria pa-
rabólica hasta llegar al plano.
Cuando el dipolo cae sobre un medio conduc-
tor, este desciende inicialmente siguiendo esta
misma trayectoria hasta alcanzar cierta altura
sobre el plano, donde el dipolo se frena y con-
tinua descendiendo lentamente.
En el caso de que el medio sea superconduc-
tor, dado que este inicia el movimiento desde
una altura inicial menor a la posición de equili-
brio, las corrientes inducidas en este plano pro-
vocan una fuerza repulsiva sobre el dipolo que
hace que este ascienda hasta alcanzar cierta al-
tura y descienda cíclicamente.








Figura 6.12 Posición frente velocidad
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6.3.2 Altura inicial media
En la tabla 6.5 se indican algunos valores de relevancia de la simulación realizada, donde se compara
la evolución temporal del dipolo magnético al caer desde una altura inicial ligeramente superior a la
posición de equilibrio sobre un plano no conductor, conductor y superconductor, respectivamente.
Altura inicial Tipo de material del plano
ζ(0) = 1.5 No conductor Conductor Superconductor
Instante de impacto: τc 1.73 → ∞ –
Velocidad máxima: ν∗z –1.73 –0.83 ±0.47
Tabla 6.5 Valores característicos según propiedades del plano
En la figura 6.13 se observa que, al igual que en el caso anterior, el dipolo impacta sobre el plano no
conductor movido únicamente bajo la acción del campo gravitatorio; mientras que, en el medio con-
ductor, el dipolo se frena al encontrarse a una altura del plano similar a la altura inicial anterior.
Sin embargo, en el medio superconductor, el dipolo comienza descendiendo debido a que parte de
una altura un poco mayor a la posición de equilibrio respecto a la cual oscila indefinidamente.














Figura 6.13 Posición y velocidad del dipolo
En la figura 6.14 se representa una combinación de las figuras anteriores, esto es, se muestra la posición
frente a la velocidad del dipolo al caer sobre los diferentes planos considerados.
Según se observa en esta figura, del mismo
modo que en el caso anterior, cuando el dipo-
lo cae sobre un plano sin propiedades conduc-
tivas, este describe una trayectoria parabólica
hasta alcanzar el plano en el instante del im-
pacto mostrado en la tabla 6.5, donde la velo-
cidad del mismo es máxima.
En el caso de que el plano sea un medio óh-
mico, el dipolo se frena tras haber descendido
un poco, debido a las corrientes inducidas en
el plano cuando el dipolo se encuentra lo sufi-
cientemente cerca del mismo, de manera que,
el dipolo disminuye bruscamente su velocidad
de descenso. A partir de este instante el dipo-
lo sigue descendiendo a un ritmo mucho más
lento.






Figura 6.14 Posición frente velocidad
En el caso del material superconductor, el dipolo cae hasta una posición un poco inferior a la posición
de equilibrio, donde la fuerza con la que el plano superconductor repele al dipolo es mayor que el peso
de este y, por tanto, el dipolo asciende nuevamente alcanzando la altura inicial y completando este
movimiento de manera cíclica, debido a que se considera que el plano es un superconductor ideal y no
aparecen pérdidas energéticas.
Con este tipo de material, la intensidad de repulsión sobre el dipolo es mucho mayor que en el caso
con el plano conductor (donde sí existe disipación) y del plano no conductor (donde la disipación es
completa), y por tanto, la velocidad del dipolo es menor en el plano superconductor que en el resto de
casos.
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6.3.3 Altura inicial alta
En la tabla 6.6 se indican algunos valores de relevancia de la simulación realizada donde se compara
la evolución temporal del dipolo magnético al caer desde una altura inicial bastante mayor que la po-
sición de equilibrio sobre un plano no conductor, conductor y superconductor, respectivamente.
Altura inicial Tipo de material del plano
ζ(0) = 3 No conductor Conductor Superconductor
Instante de impacto: τc 2.45 → ∞ –
Velocidad máxima: ν∗z –2.45 –1.74 ±1.70
Tabla 6.6 Valores característicos según propiedades del plano
En la figura 6.15 se observa que, en el caso del plano no conductor, el dipolo impacta sobre el plano
no conductor en el instante de tiempo indicado en la tabla anterior; debido exclusivamente al campo
gravitatorio, de forma que la disipación de energía es total. Por otro lado, en el medio conductor, el
dipolo no impacta sobre el plano en el instante que lo hace cuando el plano no es conductor, sino que
se frena al encontrarse próximo al mismo.
Sin embargo, en el medio superconductor, dado que el dipolo se encuentra en una altura muy alejada
de la posición de equilibrio, este comienza descendiendo de la misma forma que en los casos donde el
plano no es superconductor, pero finalmente se frena y asciende nuevamente, hasta alcanzar la altura
inicial y descender de manera cíclica.














Figura 6.15 Posición y velocidad del dipolo
En la figura 6.16 se representa la posición del dipolo frente a su velocidad al caer sobre los diferentes
planos considerados, desde una altura inicial muy superior a la posición de equilibrio.
Como se observa en las figuras anteriores, de-
bido a la elevada altura inicial del dipolo, el pri-
mer tramo de movimiento del dipolo es idén-
tico en ambas situaciones pero al alcanzar una
cierta altura sobre el plano, aparecen las dife-
rencias.
En el caso en el que el plano no es conductor,
el dipolo sigue la trayectoria parabólica con la
que comienzan los tres escenarios.
Por otra parte, en el caso en el que el medio es
óhmico, el dipolo se frena un poco en torno
a la mitad de la altura inicial y, nuevamente
de manera abrupta en las inmediaciones del
plano, a partir de donde sigue cayendo pero
mucho más lentamente.








Figura 6.16 Posición frente velocidad
En el caso del material superconductor, el dipolo alcanza una altura mínima, donde la fuerza de re-
pulsión del plano sobre el dipolo provoca el ascenso de este hasta la altura inicial, completando esta
trayectoria de manera indefinida. En esta ocasión, la velocidad del dipolo sobre el plano superconduc-
tor es equiparable a la velocidad de este al caer sobre el plano conductor, dado que el efecto magnético
en ambos casos entra en juego cuando el dipolo se ha acelerado lo suficiente.
7 Conclusiones
A lo largo de este trabajo se han desarrollado diversos temas abordados en distintos capítulos, a partir
de los cuales se pueden obtener ciertas conclusiones:
• Capítulo 1: Introducción
Presentación de los principios electromagnéticos a utilizar y de los fenómenos de levitación y
superconductividad
• Capítulo 2: Sistema mecánico
Definición del sistema de referencia en el cual se formulan las ecuaciones que caracterizan el
problema e introducción de las ecuaciones que definen el sistema en términos generales
• Capítulo 3: Fuerzas y pares sobre un dipolo
Definición de las fuerzas y pares aplicados sobre el dipolo magnético, determinados mediante el
uso del método de las imágenes
• Capítulo 4: Ecuaciones de movimiento
Definición de las ecuaciones de movimiento que caracterizan el problema a analizar, utilizando
dos formulaciones diferentes
• Capítulo 5: Medio superconductor
Resultados obtenidos de las simulaciones numéricas con un dipolo magnético sobre un plano
superconductor y comparación de los resultados en función de la geometría del dipolo
• Capítulo 6: Medio óhmico
Resultados obtenidos de las simulaciones numéricas con un dipolo magnético sobre un plano
conductor y comparación con los resultados obtenido en el capítulo anterior
En cuanto a la caracterización del movimiento del dipolo magnético sobre el plano superconductor
se ha comprobado que, en ausencia de rotaciones en ejes distintos al de simetría del dipolo, existen
posiciones de equilibrio cuando este se orienta paralelo o perpendicular al plano, siendo más elevada
la posición de equilibrio del dipolo con orientación vertical.
Los resultados numéricos obtenidos dependen de la geometría del dipolo magnético así como de la
orientación inicial del mismo. Cuando la orientación inicial es horizontal o vertical, el dipolo con geo-
metría de esfera oscila bastante más que cuando la geometría de este es similar al de una varilla o un
disco; sin embargo, cuando la orientación inicial es oblicuo, el dipolo con geometría de esfera es el que
presenta una menor variación de su orientación en comparación con el resto de geometrías.
En cualquier caso el movimiento es acotado, es decir, para cualquiera de las condiciones iniciales y valor
de las variables introducidas, la posición del dipolo se mantiene dentro de un rango definido.
En relación al movimiento del dipolo sobre el plano conductor se ha comprobado que el dipolo co-
mienza el movimiento de manera equivalente a como lo haría en el caso de que no aparecieran efectos
magnéticos; mientras que, cuando se acerca a la superficie del plano conductor, el dipolo se ralentiza
hasta el punto de que el impacto con dicho plano ocurre en un tiempo potencialmente infinito.
Esto únicamente tendría validez si el dipolo fuera realmente puntual, puesto que las dimensiones de
cualquier dipolo real provocarían que este impactara contra el plano conductor en un tiempo finito.
Al variar la altura inicial desde la que el dipolo, en el medio óhmico nomodifica en exceso los resultados
obtenidos; mientras que, en el medio superconductor si la altura inicial del dipolo es menor que la de
equilibrio, este asciende primero para después caer y, si la altura inicial es mayor que la de equilibrio, el





En este apéndice se muestran las simulaciones de la trayectoria seguida por el polo (+) del dipolo
magnético así como la posición del cdm de este respecto a su velocidad vertical, realizadas durante
el desarrollo del capítulo 5.
Estas simulaciones se encuentran divididas y ordenadas de acuerdo a los siguientes valores de los pa-
rámetros y condiciones iniciales que definen el sistema:
• Parámetros: Geometría, intensidad magnética y velocidad de rotación del eje de simetría
– Geometría: Varilla (λ = 0), esfera (λ = 1), disco (λ = 2)
– Intensidad magnética: Baja (β = 0), media (β = 1), alta (β = 10)
– Velocidad rotación eje Z¯: Baja (Ω = 0), media (Ω = 1), alta (Ω = 10)
• Condiciones iniciales: Orientación y velocidad de rotación de los ejes de no simetría iniciales
– Orientación inicial: Horizontal (κX¯(0) = 1), vertical (κZ¯(0) = 1), oblicuo (κX¯,Y¯,Z¯(0) = 1/
√
3)
– Velocidad inicial rotación ejes X¯ e Y¯: Baja (ϖX¯,Y¯(0) = 0), media (ϖX¯,Y¯(0) = 1), alta (ϖX¯,Y¯(0) = 10)
donde algunas de las variables que determinan las condiciones iniciales del sistema permanecen cons-
tantes para todas las simulaciones:
• Condiciones iniciales invariables: Altura y velocidad iniciales
– Altura inicial: Unidad (ζ(0) = 1)
– Velocidad inicial: Nula (νz(0) = 0)
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A.1 Dipolo magnético con geometría de varilla 93
A.1 Dipolo magnético con geometría de varilla
Figura A.1 Trayectoria y líneas de corriente: λ = 0,
β = 0, Ω = 0a, κX¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 0






Figura A.2 Posición frente velocidad: λ = 0,
β = 0, Ω = 0a, κX¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 0
Figura A.3 Trayectoria y líneas de corriente: λ = 0,
β = 0, Ω = 0a, κX¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 1






Figura A.4 Posición frente velocidad: λ = 0,
β = 0, Ω = 0a, κX¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 1
Figura A.5 Trayectoria y líneas de corriente: λ = 0,
β = 0, Ω = 0a, κX¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 10








Figura A.6 Posición frente velocidad: λ = 0,
β = 0, Ω = 0a, κX¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 10
a Representación equivalente para Ω = {1,10}
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Figura A.7 Trayectoria y líneas de corriente: λ = 0,
β = 1, Ω = 0a, κX¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 0






Figura A.8 Posición frente velocidad: λ = 0,
β = 1, Ω = 0a, κX¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 0
Figura A.9 Trayectoria y líneas de corriente: λ = 0,
β = 1, Ω = 0a, κX¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 1







Figura A.10 Posición frente velocidad: λ = 0,
β = 1, Ω = 0a, κX¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 1
Figura A.11 Trayectoria y líneas de corriente: λ = 0,
β = 1, Ω = 0a, κX¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 10








Figura A.12 Posición frente velocidad: λ = 0,
β = 1, Ω = 0a, κX¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 10
a Representación equivalente para Ω = {1,10}
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Figura A.13 Trayectoria y líneas de corriente: λ = 0,
β = 10, Ω = 0a, κX¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 0






Figura A.14 Posición frente velocidad: λ = 0,
β = 10, Ω = 0a, κX¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 0
Figura A.15 Trayectoria y líneas de corriente: λ = 0,
β = 10, Ω = 0a, κX¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 1






Figura A.16 Posición frente velocidad: λ = 0,
β = 10, Ω = 0a, κX¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 1
Figura A.17 Trayectoria y líneas de corriente: λ = 0,
β = 10, Ω = 0a, κX¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 10








Figura A.18 Posición frente velocidad: λ = 0,
β = 10, Ω = 0a, κX¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 10
a Representación equivalente para Ω = {1,10}
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Figura A.19 Trayectoria y líneas de corriente: λ = 0,
β = 0, Ω = 0a, κZ¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 0






Figura A.20 Posición frente velocidad: λ = 0,
β = 0, Ω = 0a, κZ¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 0
Figura A.21 Trayectoria y líneas de corriente: λ = 0,
β = 0, Ω = 0a, κZ¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 1






Figura A.22 Posición frente velocidad: λ = 0,
β = 0, Ω = 0a, κZ¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 1
Figura A.23 Trayectoria y líneas de corriente: λ = 0,
β = 0, Ω = 0a, κZ¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 10







Figura A.24 Posición frente velocidad: λ = 0,
β = 0, Ω = 0a, κZ¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 10
a Representación equivalente para Ω = {1,10}
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Figura A.25 Trayectoria y líneas de corriente: λ = 0,
β = 1, Ω = 0a, κZ¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 0






Figura A.26 Posición frente velocidad: λ = 0,
β = 1, Ω = 0a, κZ¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 0
Figura A.27 Trayectoria y líneas de corriente: λ = 0,
β = 1, Ω = 0a, κZ¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 1







Figura A.28 Posición frente velocidad: λ = 0,
β = 1, Ω = 0a, κZ¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 1
Figura A.29 Trayectoria y líneas de corriente: λ = 0,
β = 1, Ω = 0a, κZ¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 10







Figura A.30 Posición frente velocidad: λ = 0,
β = 1, Ω = 0a, κZ¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 10
a Representación equivalente para Ω = {1,10}
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Figura A.31 Trayectoria y líneas de corriente: λ = 0,
β = 10, Ω = 0a, κZ¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 0






Figura A.32 Posición frente velocidad: λ = 0,
β = 10, Ω = 0a, κZ¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 0
Figura A.33 Trayectoria y líneas de corriente: λ = 0,
β = 10, Ω = 0a, κZ¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 1







Figura A.34 Posición frente velocidad: λ = 0,
β = 10, Ω = 0a, κZ¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 1
Figura A.35 Trayectoria y líneas de corriente: λ = 0,
β = 10, Ω = 0a, κZ¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 10







Figura A.36 Posición frente velocidad: λ = 0,
β = 10, Ω = 0a, κZ¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 10
a Representación equivalente para Ω = {1,10}
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Figura A.37 Trayectoria y líneas de corriente: λ = 0,
β = 0, Ω = 0a, κX¯,Y¯,Z¯(0) = 1/
√
3, ϖX¯,Y¯(0) = 0






Figura A.38 Posición frente velocidad: λ = 0,
β = 0, Ω = 0a, κX¯,Y¯,Z¯(0) = 1/
√
3, ϖX¯,Y¯(0) = 0
Figura A.39 Trayectoria y líneas de corriente: λ = 0,
β = 0, Ω = 0a, κX¯,Y¯,Z¯(0) = 1/
√
3, ϖX¯,Y¯(0) = 1






Figura A.40 Posición frente velocidad: λ = 0,
β = 0, Ω = 0a, κX¯,Y¯,Z¯(0) = 1/
√
3, ϖX¯,Y¯(0) = 1
Figura A.41 Trayectoria y líneas de corriente: λ = 0,
β = 0, Ω = 0a, κX¯,Y¯,Z¯(0) = 1/
√
3, ϖX¯,Y¯(0) = 10







Figura A.42 Posición frente velocidad: λ = 0,
β = 0, Ω = 0a, κX¯,Y¯,Z¯(0) = 1/
√
3, ϖX¯,Y¯(0) = 10
a Representación equivalente para Ω = {1,10}
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Figura A.43 Trayectoria y líneas de corriente: λ = 0,
β = 1, Ω = 0a, κX¯,Y¯,Z¯(0) = 1/
√
3, ϖX¯,Y¯(0) = 0







Figura A.44 Posición frente velocidad: λ = 0,
β = 1, Ω = 0a, κX¯,Y¯,Z¯(0) = 1/
√
3, ϖX¯,Y¯(0) = 0
Figura A.45 Trayectoria y líneas de corriente: λ = 0,
β = 1, Ω = 0a, κX¯,Y¯,Z¯(0) = 1/
√
3, ϖX¯,Y¯(0) = 1






Figura A.46 Posición frente velocidad: λ = 0,
β = 1, Ω = 0a, κX¯,Y¯,Z¯(0) = 1/
√
3, ϖX¯,Y¯(0) = 1
Figura A.47 Trayectoria y líneas de corriente: λ = 0,
β = 1, Ω = 0a, κX¯,Y¯,Z¯(0) = 1/
√
3, ϖX¯,Y¯(0) = 10







Figura A.48 Posición frente velocidad: λ = 0,
β = 1, Ω = 0a, κX¯,Y¯,Z¯(0) = 1/
√
3, ϖX¯,Y¯(0) = 10
a Representación equivalente para Ω = {1,10}
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Figura A.49 Trayectoria y líneas de corriente: λ = 0,
β = 10, Ω = 0a, κX¯,Y¯,Z¯(0) = 1/
√
3, ϖX¯,Y¯(0) = 0






Figura A.50 Posición frente velocidad: λ = 0,
β = 10, Ω = 0a, κX¯,Y¯,Z¯(0) = 1/
√
3, ϖX¯,Y¯(0) = 0
Figura A.51 Trayectoria y líneas de corriente: λ = 0,
β = 10, Ω = 0a, κX¯,Y¯,Z¯(0) = 1/
√
3, ϖX¯,Y¯(0) = 1






Figura A.52 Posición frente velocidad: λ = 0,
β = 10, Ω = 0a, κX¯,Y¯,Z¯(0) = 1/
√
3, ϖX¯,Y¯(0) = 1
Figura A.53 Trayectoria y líneas de corriente: λ = 0,
β = 10, Ω = 0a, κX¯,Y¯,Z¯(0) = 1/
√
3, ϖX¯,Y¯(0) = 10







Figura A.54 Posición frente velocidad: λ = 0,
β = 10, Ω = 0a, κX¯,Y¯,Z¯(0) = 1/
√
3, ϖX¯,Y¯(0) = 10
a Representación equivalente para Ω = {1,10}
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A.2 Dipolo magnético con geometría de esfera
Figura A.55 Trayectoria y líneas de corriente: λ = 1,
β = 0, Ω = 0, κX¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 0






Figura A.56 Posición frente velocidad: λ = 1,
β = 0, Ω = 0, κX¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 0
Figura A.57 Trayectoria y líneas de corriente: λ = 1,
β = 0, Ω = 0, κX¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 1






Figura A.58 Posición frente velocidad: λ = 1,
β = 0, Ω = 0, κX¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 1
Figura A.59 Trayectoria y líneas de corriente: λ = 1,
β = 0, Ω = 0, κX¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 10








Figura A.60 Posición frente velocidad: λ = 1,
β = 0, Ω = 0, κX¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 10
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Figura A.61 Trayectoria y líneas de corriente: λ = 1,
β = 0, Ω = 1, κX¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 0






Figura A.62 Posición frente velocidad: λ = 1,
β = 0, Ω = 1, κX¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 0
Figura A.63 Trayectoria y líneas de corriente: λ = 1,
β = 0, Ω = 1, κX¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 1







Figura A.64 Posición frente velocidad: λ = 1,
β = 0, Ω = 1, κX¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 1
Figura A.65 Trayectoria y líneas de corriente: λ = 1,
β = 0, Ω = 1, κX¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 10








Figura A.66 Posición frente velocidad: λ = 1,
β = 0, Ω = 1, κX¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 10
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Figura A.67 Trayectoria y líneas de corriente: λ = 1,
β = 0, Ω = 10, κX¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 0






Figura A.68 Posición frente velocidad: λ = 1,
β = 0, Ω = 10, κX¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 0
Figura A.69 Trayectoria y líneas de corriente: λ = 1,
β = 0, Ω = 10, κX¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 1






Figura A.70 Posición frente velocidad: λ = 1,
β = 0, Ω = 10, κX¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 1
Figura A.71 Trayectoria y líneas de corriente: λ = 1,
β = 0, Ω = 10, κX¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 10








Figura A.72 Posición frente velocidad: λ = 1,
β = 0, Ω = 10, κX¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 10
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Figura A.73 Trayectoria y líneas de corriente: λ = 1,
β = 1, Ω = 0, κX¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 0






Figura A.74 Posición frente velocidad: λ = 1,
β = 1, Ω = 0, κX¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 0
Figura A.75 Trayectoria y líneas de corriente: λ = 1,
β = 1, Ω = 0, κX¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 1







Figura A.76 Posición frente velocidad: λ = 1,
β = 1, Ω = 0, κX¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 1
Figura A.77 Trayectoria y líneas de corriente: λ = 1,
β = 1, Ω = 0, κX¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 10








Figura A.78 Posición frente velocidad: λ = 1,
β = 1, Ω = 0, κX¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 10
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Figura A.79 Trayectoria y líneas de corriente: λ = 1,
β = 1, Ω = 1, κX¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 0






Figura A.80 Posición frente velocidad: λ = 1,
β = 1, Ω = 1, κX¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 0
Figura A.81 Trayectoria y líneas de corriente: λ = 1,
β = 1, Ω = 1, κX¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 1









Figura A.82 Posición frente velocidad: λ = 1,
β = 1, Ω = 1, κX¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 1
Figura A.83 Trayectoria y líneas de corriente: λ = 1,
β = 1, Ω = 1, κX¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 10








Figura A.84 Posición frente velocidad: λ = 1,
β = 1, Ω = 1, κX¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 10
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Figura A.85 Trayectoria y líneas de corriente: λ = 1,
β = 1, Ω = 10, κX¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 0






Figura A.86 Posición frente velocidad: λ = 1,
β = 1, Ω = 10, κX¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 0
Figura A.87 Trayectoria y líneas de corriente: λ = 1,
β = 1, Ω = 10, κX¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 1






Figura A.88 Posición frente velocidad: λ = 1,
β = 1, Ω = 10, κX¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 1
Figura A.89 Trayectoria y líneas de corriente: λ = 1,
β = 1, Ω = 10, κX¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 10








Figura A.90 Posición frente velocidad: λ = 1,
β = 1, Ω = 10, κX¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 10
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Figura A.91 Trayectoria y líneas de corriente: λ = 1,
β = 10, Ω = 0, κX¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 0






Figura A.92 Posición frente velocidad: λ = 1,
β = 10, Ω = 0, κX¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 0
Figura A.93 Trayectoria y líneas de corriente: λ = 1,
β = 10, Ω = 0, κX¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 1






Figura A.94 Posición frente velocidad: λ = 1,
β = 10, Ω = 0, κX¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 1
Figura A.95 Trayectoria y líneas de corriente: λ = 1,
β = 10, Ω = 0, κX¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 10








Figura A.96 Posición frente velocidad: λ = 1,
β = 10, Ω = 0, κX¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 10
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Figura A.97 Trayectoria y líneas de corriente: λ = 1,
β = 10, Ω = 1, κX¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 0






Figura A.98 Posición frente velocidad: λ = 1,
β = 10, Ω = 1, κX¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 0
Figura A.99 Trayectoria y líneas de corriente: λ = 1,
β = 10, Ω = 1, κX¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 1






Figura A.100 Posición frente velocidad: λ = 1,
β = 10, Ω = 1, κX¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 1
Figura A.101 Trayectoria y líneas de corriente: λ = 1,
β = 10, Ω = 1, κX¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 10








Figura A.102 Posición frente velocidad: λ = 1,
β = 10, Ω = 1, κX¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 10
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Figura A.103 Trayectoria y líneas de corriente: λ = 1,
β = 10, Ω = 10, κX¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 0






Figura A.104 Posición frente velocidad: λ = 1,
β = 10, Ω = 10, κX¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 0
Figura A.105 Trayectoria y líneas de corriente: λ = 1,
β = 10, Ω = 10, κX¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 1






Figura A.106 Posición frente velocidad: λ = 1,
β = 10, Ω = 10, κX¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 1
Figura A.107 Trayectoria y líneas de corriente: λ = 1,
β = 10, Ω = 10, κX¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 10








Figura A.108 Posición frente velocidad: λ = 1,
β = 10, Ω = 10, κX¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 10
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Figura A.109 Trayectoria y líneas de corriente: λ = 1,
β = 0, Ω = 0, κZ¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 0






Figura A.110 Posición frente velocidad: λ = 1,
β = 0, Ω = 0, κZ¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 0
Figura A.111 Trayectoria y líneas de corriente: λ = 1,
β = 0, Ω = 0, κZ¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 1






Figura A.112 Posición frente velocidad: λ = 1,
β = 0, Ω = 0, κZ¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 1
Figura A.113 Trayectoria y líneas de corriente: λ = 1,
β = 0, Ω = 0, κZ¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 10







Figura A.114 Posición frente velocidad: λ = 1,
β = 0, Ω = 0, κZ¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 10
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Figura A.115 Trayectoria y líneas de corriente: λ = 1,
β = 0, Ω = 1, κZ¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 0






Figura A.116 Posición frente velocidad: λ = 1,
β = 0, Ω = 1, κZ¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 0
Figura A.117 Trayectoria y líneas de corriente: λ = 1,
β = 0, Ω = 1, κZ¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 1







Figura A.118 Posición frente velocidad: λ = 1,
β = 0, Ω = 1, κZ¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 1
Figura A.119 Trayectoria y líneas de corriente: λ = 1,
β = 0, Ω = 1, κZ¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 10







Figura A.120 Posición frente velocidad: λ = 1,
β = 0, Ω = 1, κZ¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 10
A.2 Dipolo magnético con geometría de esfera 113
Figura A.121 Trayectoria y líneas de corriente: λ = 1,
β = 0, Ω = 10, κZ¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 0






Figura A.122 Posición frente velocidad: λ = 1,
β = 0, Ω = 10, κZ¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 0
Figura A.123 Trayectoria y líneas de corriente: λ = 1,
β = 0, Ω = 10, κZ¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 1







Figura A.124 Posición frente velocidad: λ = 1,
β = 0, Ω = 10, κZ¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 1
Figura A.125 Trayectoria y líneas de corriente: λ = 1,
β = 0, Ω = 10, κZ¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 10






Figura A.126 Posición frente velocidad: λ = 1,
β = 0, Ω = 10, κZ¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 10
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Figura A.127 Trayectoria y líneas de corriente: λ = 1,
β = 1, Ω = 0, κZ¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 0






Figura A.128 Posición frente velocidad: λ = 1,
β = 1, Ω = 0, κZ¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 0
Figura A.129 Trayectoria y líneas de corriente: λ = 1,
β = 1, Ω = 0, κZ¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 1







Figura A.130 Posición frente velocidad: λ = 1,
β = 1, Ω = 0, κZ¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 1
Figura A.131 Trayectoria y líneas de corriente: λ = 1,
β = 1, Ω = 0, κZ¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 10







Figura A.132 Posición frente velocidad: λ = 1,
β = 1, Ω = 0, κZ¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 10
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Figura A.133 Trayectoria y líneas de corriente: λ = 1,
β = 1, Ω = 1, κZ¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 0






Figura A.134 Posición frente velocidad: λ = 1,
β = 1, Ω = 1, κZ¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 0
Figura A.135 Trayectoria y líneas de corriente: λ = 1,
β = 1, Ω = 1, κZ¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 1






Figura A.136 Posición frente velocidad: λ = 1,
β = 1, Ω = 1, κZ¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 1
Figura A.137 Trayectoria y líneas de corriente: λ = 1,
β = 1, Ω = 1, κZ¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 10







Figura A.138 Posición frente velocidad: λ = 1,
β = 1, Ω = 1, κZ¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 10
116 Capítulo A. Simulaciones
Figura A.139 Trayectoria y líneas de corriente: λ = 1,
β = 1, Ω = 10, κZ¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 0






Figura A.140 Posición frente velocidad: λ = 1,
β = 1, Ω = 10, κZ¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 0
Figura A.141 Trayectoria y líneas de corriente: λ = 1,
β = 1, Ω = 10, κZ¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 1







Figura A.142 Posición frente velocidad: λ = 1,
β = 1, Ω = 10, κZ¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 1
Figura A.143 Trayectoria y líneas de corriente: λ = 1,
β = 1, Ω = 10, κZ¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 10






Figura A.144 Posición frente velocidad: λ = 1,
β = 1, Ω = 10, κZ¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 10
A.2 Dipolo magnético con geometría de esfera 117
Figura A.145 Trayectoria y líneas de corriente: λ = 1,
β = 10, Ω = 0, κZ¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 0






Figura A.146 Posición frente velocidad: λ = 1,
β = 10, Ω = 0, κZ¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 0
Figura A.147 Trayectoria y líneas de corriente: λ = 1,
β = 10, Ω = 0, κZ¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 1







Figura A.148 Posición frente velocidad: λ = 1,
β = 10, Ω = 0, κZ¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 1
Figura A.149 Trayectoria y líneas de corriente: λ = 1,
β = 10, Ω = 0, κZ¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 10







Figura A.150 Posición frente velocidad: λ = 1,
β = 10, Ω = 0, κZ¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 10
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Figura A.151 Trayectoria y líneas de corriente: λ = 1,
β = 10, Ω = 1, κZ¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 0






Figura A.152 Posición frente velocidad: λ = 1,
β = 10, Ω = 1, κZ¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 0
Figura A.153 Trayectoria y líneas de corriente: λ = 1,
β = 10, Ω = 1, κZ¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 1







Figura A.154 Posición frente velocidad: λ = 1,
β = 10, Ω = 1, κZ¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 1
Figura A.155 Trayectoria y líneas de corriente: λ = 1,
β = 10, Ω = 1, κZ¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 10







Figura A.156 Posición frente velocidad: λ = 1,
β = 10, Ω = 1, κZ¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 10
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Figura A.157 Trayectoria y líneas de corriente: λ = 1,
β = 10, Ω = 10, κZ¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 0






Figura A.158 Posición frente velocidad: λ = 1,
β = 10, Ω = 10, κZ¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 0
Figura A.159 Trayectoria y líneas de corriente: λ = 1,
β = 10, Ω = 10, κZ¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 1







Figura A.160 Posición frente velocidad: λ = 1,
β = 10, Ω = 10, κZ¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 1
Figura A.161 Trayectoria y líneas de corriente: λ = 1,
β = 10, Ω = 10, κZ¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 10






Figura A.162 Posición frente velocidad: λ = 1,
β = 10, Ω = 10, κZ¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 10
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Figura A.163 Trayectoria y líneas de corriente: λ = 1,
β = 0, Ω = 0, κX¯,Y¯,Z¯(0) = 1/
√
3, ϖX¯,Y¯(0) = 0






Figura A.164 Posición frente velocidad: λ = 1,
β = 0, Ω = 0, κX¯,Y¯,Z¯(0) = 1/
√
3, ϖX¯,Y¯(0) = 0
Figura A.165 Trayectoria y líneas de corriente: λ = 1,
β = 0, Ω = 0, κX¯,Y¯,Z¯(0) = 1/
√
3, ϖX¯,Y¯(0) = 1






Figura A.166 Posición frente velocidad: λ = 1,
β = 0, Ω = 0, κX¯,Y¯,Z¯(0) = 1/
√
3, ϖX¯,Y¯(0) = 1
Figura A.167 Trayectoria y líneas de corriente: λ = 1,
β = 0, Ω = 0, κX¯,Y¯,Z¯(0) = 1/
√
3, ϖX¯,Y¯(0) = 10







Figura A.168 Posición frente velocidad: λ = 1,
β = 0, Ω = 0, κX¯,Y¯,Z¯(0) = 1/
√
3, ϖX¯,Y¯(0) = 10
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Figura A.169 Trayectoria y líneas de corriente: λ = 1,
β = 0, Ω = 1, κX¯,Y¯,Z¯(0) = 1/
√
3, ϖX¯,Y¯(0) = 0






Figura A.170 Posición frente velocidad: λ = 1,
β = 0, Ω = 1, κX¯,Y¯,Z¯(0) = 1/
√
3, ϖX¯,Y¯(0) = 0
Figura A.171 Trayectoria y líneas de corriente: λ = 1,
β = 0, Ω = 1, κX¯,Y¯,Z¯(0) = 1/
√
3, ϖX¯,Y¯(0) = 1






Figura A.172 Posición frente velocidad: λ = 1,
β = 0, Ω = 1, κX¯,Y¯,Z¯(0) = 1/
√
3, ϖX¯,Y¯(0) = 1
Figura A.173 Trayectoria y líneas de corriente: λ = 1,
β = 0, Ω = 1, κX¯,Y¯,Z¯(0) = 1/
√
3, ϖX¯,Y¯(0) = 10







Figura A.174 Posición frente velocidad: λ = 1,
β = 0, Ω = 1, κX¯,Y¯,Z¯(0) = 1/
√
3, ϖX¯,Y¯(0) = 10
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Figura A.175 Trayectoria y líneas de corriente: λ = 1,
β = 0, Ω = 10, κX¯,Y¯,Z¯(0) = 1/
√
3, ϖX¯,Y¯(0) = 0






Figura A.176 Posición frente velocidad: λ = 1,
β = 0, Ω = 10, κX¯,Y¯,Z¯(0) = 1/
√
3, ϖX¯,Y¯(0) = 0
Figura A.177 Trayectoria y líneas de corriente: λ = 1,
β = 0, Ω = 10, κX¯,Y¯,Z¯(0) = 1/
√
3, ϖX¯,Y¯(0) = 1






Figura A.178 Posición frente velocidad: λ = 1,
β = 0, Ω = 10, κX¯,Y¯,Z¯(0) = 1/
√
3, ϖX¯,Y¯(0) = 1
Figura A.179 Trayectoria y líneas de corriente: λ = 1,
β = 0, Ω = 10, κX¯,Y¯,Z¯(0) = 1/
√
3, ϖX¯,Y¯(0) = 10






Figura A.180 Posición frente velocidad: λ = 1,
β = 0, Ω = 10, κX¯,Y¯,Z¯(0) = 1/
√
3, ϖX¯,Y¯(0) = 10
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Figura A.181 Trayectoria y líneas de corriente: λ = 1,
β = 1, Ω = 0, κX¯,Y¯,Z¯(0) = 1/
√
3, ϖX¯,Y¯(0) = 0







Figura A.182 Posición frente velocidad: λ = 1,
β = 1, Ω = 0, κX¯,Y¯,Z¯(0) = 1/
√
3, ϖX¯,Y¯(0) = 0
Figura A.183 Trayectoria y líneas de corriente: λ = 1,
β = 1, Ω = 0, κX¯,Y¯,Z¯(0) = 1/
√
3, ϖX¯,Y¯(0) = 1






Figura A.184 Posición frente velocidad: λ = 1,
β = 1, Ω = 0, κX¯,Y¯,Z¯(0) = 1/
√
3, ϖX¯,Y¯(0) = 1
Figura A.185 Trayectoria y líneas de corriente: λ = 1,
β = 1, Ω = 0, κX¯,Y¯,Z¯(0) = 1/
√
3, ϖX¯,Y¯(0) = 10







Figura A.186 Posición frente velocidad: λ = 1,
β = 1, Ω = 0, κX¯,Y¯,Z¯(0) = 1/
√
3, ϖX¯,Y¯(0) = 10
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Figura A.187 Trayectoria y líneas de corriente: λ = 1,
β = 1, Ω = 1, κX¯,Y¯,Z¯(0) = 1/
√
3, ϖX¯,Y¯(0) = 0







Figura A.188 Posición frente velocidad: λ = 1,
β = 1, Ω = 1, κX¯,Y¯,Z¯(0) = 1/
√
3, ϖX¯,Y¯(0) = 0
Figura A.189 Trayectoria y líneas de corriente: λ = 1,
β = 1, Ω = 1, κX¯,Y¯,Z¯(0) = 1/
√
3, ϖX¯,Y¯(0) = 1







Figura A.190 Posición frente velocidad: λ = 1,
β = 1, Ω = 1, κX¯,Y¯,Z¯(0) = 1/
√
3, ϖX¯,Y¯(0) = 1
Figura A.191 Trayectoria y líneas de corriente: λ = 1,
β = 1, Ω = 1, κX¯,Y¯,Z¯(0) = 1/
√
3, ϖX¯,Y¯(0) = 10







Figura A.192 Posición frente velocidad: λ = 1,
β = 1, Ω = 1, κX¯,Y¯,Z¯(0) = 1/
√
3, ϖX¯,Y¯(0) = 10
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Figura A.193 Trayectoria y líneas de corriente: λ = 1,
β = 1, Ω = 10, κX¯,Y¯,Z¯(0) = 1/
√
3, ϖX¯,Y¯(0) = 0






Figura A.194 Posición frente velocidad: λ = 1,
β = 1, Ω = 10, κX¯,Y¯,Z¯(0) = 1/
√
3, ϖX¯,Y¯(0) = 0
Figura A.195 Trayectoria y líneas de corriente: λ = 1,
β = 1, Ω = 10, κX¯,Y¯,Z¯(0) = 1/
√
3, ϖX¯,Y¯(0) = 1






Figura A.196 Posición frente velocidad: λ = 1,
β = 1, Ω = 10, κX¯,Y¯,Z¯(0) = 1/
√
3, ϖX¯,Y¯(0) = 1
Figura A.197 Trayectoria y líneas de corriente: λ = 1,
β = 1, Ω = 10, κX¯,Y¯,Z¯(0) = 1/
√
3, ϖX¯,Y¯(0) = 10






Figura A.198 Posición frente velocidad: λ = 1,
β = 1, Ω = 10, κX¯,Y¯,Z¯(0) = 1/
√
3, ϖX¯,Y¯(0) = 10
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Figura A.199 Trayectoria y líneas de corriente: λ = 1,
β = 10, Ω = 0, κX¯,Y¯,Z¯(0) = 1/
√
3, ϖX¯,Y¯(0) = 0






Figura A.200 Posición frente velocidad: λ = 1,
β = 10, Ω = 0, κX¯,Y¯,Z¯(0) = 1/
√
3, ϖX¯,Y¯(0) = 0
Figura A.201 Trayectoria y líneas de corriente: λ = 1,
β = 10, Ω = 0, κX¯,Y¯,Z¯(0) = 1/
√
3, ϖX¯,Y¯(0) = 1






Figura A.202 Posición frente velocidad: λ = 1,
β = 10, Ω = 0, κX¯,Y¯,Z¯(0) = 1/
√
3, ϖX¯,Y¯(0) = 1
Figura A.203 Trayectoria y líneas de corriente: λ = 1,
β = 10, Ω = 0, κX¯,Y¯,Z¯(0) = 1/
√
3, ϖX¯,Y¯(0) = 10







Figura A.204 Posición frente velocidad: λ = 1,
β = 10, Ω = 0, κX¯,Y¯,Z¯(0) = 1/
√
3, ϖX¯,Y¯(0) = 10
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Figura A.205 Trayectoria y líneas de corriente: λ = 1,
β = 10, Ω = 1, κX¯,Y¯,Z¯(0) = 1/
√
3, ϖX¯,Y¯(0) = 0






Figura A.206 Posición frente velocidad: λ = 1,
β = 10, Ω = 1, κX¯,Y¯,Z¯(0) = 1/
√
3, ϖX¯,Y¯(0) = 0
Figura A.207 Trayectoria y líneas de corriente: λ = 1,
β = 10, Ω = 1, κX¯,Y¯,Z¯(0) = 1/
√
3, ϖX¯,Y¯(0) = 1






Figura A.208 Posición frente velocidad: λ = 1,
β = 10, Ω = 1, κX¯,Y¯,Z¯(0) = 1/
√
3, ϖX¯,Y¯(0) = 1
Figura A.209 Trayectoria y líneas de corriente: λ = 1,
β = 10, Ω = 1, κX¯,Y¯,Z¯(0) = 1/
√
3, ϖX¯,Y¯(0) = 10







Figura A.210 Posición frente velocidad: λ = 1,
β = 10, Ω = 1, κX¯,Y¯,Z¯(0) = 1/
√
3, ϖX¯,Y¯(0) = 10
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Figura A.211 Trayectoria y líneas de corriente: λ = 1,
β = 10, Ω = 10, κX¯,Y¯,Z¯(0) = 1/
√
3, ϖX¯,Y¯(0) = 0






Figura A.212 Posición frente velocidad: λ = 1,
β = 10, Ω = 10, κX¯,Y¯,Z¯(0) = 1/
√
3, ϖX¯,Y¯(0) = 0
Figura A.213 Trayectoria y líneas de corriente: λ = 1,
β = 10, Ω = 10, κX¯,Y¯,Z¯(0) = 1/
√
3, ϖX¯,Y¯(0) = 1






Figura A.214 Posición frente velocidad: λ = 1,
β = 10, Ω = 10, κX¯,Y¯,Z¯(0) = 1/
√
3, ϖX¯,Y¯(0) = 1
Figura A.215 Trayectoria y líneas de corriente: λ = 1,
β = 10, Ω = 10, κX¯,Y¯,Z¯(0) = 1/
√
3, ϖX¯,Y¯(0) = 10






Figura A.216 Posición frente velocidad: λ = 1,
β = 10, Ω = 10, κX¯,Y¯,Z¯(0) = 1/
√
3, ϖX¯,Y¯(0) = 10
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A.3 Dipolo magnético con geometría de disco
Figura A.217 Trayectoria y líneas de corriente: λ = 2,
β = 0, Ω = 0, κX¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 0






Figura A.218 Posición frente velocidad: λ = 2,
β = 0, Ω = 0, κX¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 0
Figura A.219 Trayectoria y líneas de corriente: λ = 2,
β = 0, Ω = 0, κX¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 1






Figura A.220 Posición frente velocidad: λ = 2,
β = 0, Ω = 0, κX¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 1
Figura A.221 Trayectoria y líneas de corriente: λ = 2,
β = 0, Ω = 0, κX¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 10








Figura A.222 Posición frente velocidad: λ = 2,
β = 0, Ω = 0, κX¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 10
130 Capítulo A. Simulaciones
Figura A.223 Trayectoria y líneas de corriente: λ = 2,
β = 0, Ω = 1, κX¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 0






Figura A.224 Posición frente velocidad: λ = 2,
β = 0, Ω = 1, κX¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 0
Figura A.225 Trayectoria y líneas de corriente: λ = 2,
β = 0, Ω = 1, κX¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 1








Figura A.226 Posición frente velocidad: λ = 2,
β = 0, Ω = 1, κX¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 1
Figura A.227 Trayectoria y líneas de corriente: λ = 2,
β = 0, Ω = 1, κX¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 10








Figura A.228 Posición frente velocidad: λ = 2,
β = 0, Ω = 1, κX¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 10
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Figura A.229 Trayectoria y líneas de corriente: λ = 2,
β = 0, Ω = 10, κX¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 0






Figura A.230 Posición frente velocidad: λ = 2,
β = 0, Ω = 10, κX¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 0
Figura A.231 Trayectoria y líneas de corriente: λ = 2,
β = 0, Ω = 10, κX¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 1






Figura A.232 Posición frente velocidad: λ = 2,
β = 0, Ω = 10, κX¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 1
Figura A.233 Trayectoria y líneas de corriente: λ = 2,
β = 0, Ω = 10, κX¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 10








Figura A.234 Posición frente velocidad: λ = 2,
β = 0, Ω = 10, κX¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 10
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Figura A.235 Trayectoria y líneas de corriente: λ = 2,
β = 1, Ω = 0, κX¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 0






Figura A.236 Posición frente velocidad: λ = 2,
β = 1, Ω = 0, κX¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 0
Figura A.237 Trayectoria y líneas de corriente: λ = 2,
β = 1, Ω = 0, κX¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 1







Figura A.238 Posición frente velocidad: λ = 2,
β = 1, Ω = 0, κX¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 1
Figura A.239 Trayectoria y líneas de corriente: λ = 2,
β = 1, Ω = 0, κX¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 10








Figura A.240 Posición frente velocidad: λ = 2,
β = 1, Ω = 0, κX¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 10
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Figura A.241 Trayectoria y líneas de corriente: λ = 2,
β = 1, Ω = 1, κX¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 0






Figura A.242 Posición frente velocidad: λ = 2,
β = 1, Ω = 1, κX¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 0
Figura A.243 Trayectoria y líneas de corriente: λ = 2,
β = 1, Ω = 1, κX¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 1








Figura A.244 Posición frente velocidad: λ = 2,
β = 1, Ω = 1, κX¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 1
Figura A.245 Trayectoria y líneas de corriente: λ = 2,
β = 1, Ω = 1, κX¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 10








Figura A.246 Posición frente velocidad: λ = 2,
β = 1, Ω = 1, κX¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 10
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Figura A.247 Trayectoria y líneas de corriente: λ = 2,
β = 1, Ω = 10, κX¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 0






Figura A.248 Posición frente velocidad: λ = 2,
β = 1, Ω = 10, κX¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 0
Figura A.249 Trayectoria y líneas de corriente: λ = 2,
β = 1, Ω = 10, κX¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 1






Figura A.250 Posición frente velocidad: λ = 2,
β = 1, Ω = 10, κX¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 1
Figura A.251 Trayectoria y líneas de corriente: λ = 2,
β = 1, Ω = 10, κX¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 10








Figura A.252 Posición frente velocidad: λ = 2,
β = 1, Ω = 10, κX¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 10
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Figura A.253 Trayectoria y líneas de corriente: λ = 2,
β = 10, Ω = 0, κX¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 0






Figura A.254 Posición frente velocidad: λ = 2,
β = 10, Ω = 0, κX¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 0
Figura A.255 Trayectoria y líneas de corriente: λ = 2,
β = 10, Ω = 0, κX¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 1






Figura A.256 Posición frente velocidad: λ = 2,
β = 10, Ω = 0, κX¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 1
Figura A.257 Trayectoria y líneas de corriente: λ = 2,
β = 10, Ω = 0, κX¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 10








Figura A.258 Posición frente velocidad: λ = 2,
β = 10, Ω = 0, κX¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 10
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Figura A.259 Trayectoria y líneas de corriente: λ = 2,
β = 10, Ω = 1, κX¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 0






Figura A.260 Posición frente velocidad: λ = 2,
β = 10, Ω = 1, κX¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 0
Figura A.261 Trayectoria y líneas de corriente: λ = 2,
β = 10, Ω = 1, κX¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 1






Figura A.262 Posición frente velocidad: λ = 2,
β = 10, Ω = 1, κX¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 1
Figura A.263 Trayectoria y líneas de corriente: λ = 2,
β = 10, Ω = 1, κX¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 10








Figura A.264 Posición frente velocidad: λ = 2,
β = 10, Ω = 1, κX¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 10
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Figura A.265 Trayectoria y líneas de corriente: λ = 2,
β = 10, Ω = 10, κX¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 0






Figura A.266 Posición frente velocidad: λ = 2,
β = 10, Ω = 10, κX¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 0
Figura A.267 Trayectoria y líneas de corriente: λ = 2,
β = 10, Ω = 10, κX¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 1






Figura A.268 Posición frente velocidad: λ = 2,
β = 10, Ω = 10, κX¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 1
Figura A.269 Trayectoria y líneas de corriente: λ = 2,
β = 10, Ω = 10, κX¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 10








Figura A.270 Posición frente velocidad: λ = 2,
β = 10, Ω = 10, κX¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 10
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Figura A.271 Trayectoria y líneas de corriente: λ = 2,
β = 0, Ω = 0, κZ¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 0






Figura A.272 Posición frente velocidad: λ = 2,
β = 0, Ω = 0, κZ¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 0
Figura A.273 Trayectoria y líneas de corriente: λ = 2,
β = 0, Ω = 0, κZ¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 1






Figura A.274 Posición frente velocidad: λ = 2,
β = 0, Ω = 0, κZ¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 1
Figura A.275 Trayectoria y líneas de corriente: λ = 2,
β = 0, Ω = 0, κZ¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 10







Figura A.276 Posición frente velocidad: λ = 2,
β = 0, Ω = 0, κZ¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 10
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Figura A.277 Trayectoria y líneas de corriente: λ = 2,
β = 0, Ω = 1, κZ¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 0






Figura A.278 Posición frente velocidad: λ = 2,
β = 0, Ω = 1, κZ¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 0
Figura A.279 Trayectoria y líneas de corriente: λ = 2,
β = 0, Ω = 1, κZ¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 1







Figura A.280 Posición frente velocidad: λ = 2,
β = 0, Ω = 1, κZ¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 1
Figura A.281 Trayectoria y líneas de corriente: λ = 2,
β = 0, Ω = 1, κZ¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 10







Figura A.282 Posición frente velocidad: λ = 2,
β = 0, Ω = 1, κZ¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 10
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Figura A.283 Trayectoria y líneas de corriente: λ = 2,
β = 0, Ω = 10, κZ¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 0






Figura A.284 Posición frente velocidad: λ = 2,
β = 0, Ω = 10, κZ¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 0
Figura A.285 Trayectoria y líneas de corriente: λ = 2,
β = 0, Ω = 10, κZ¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 1







Figura A.286 Posición frente velocidad: λ = 2,
β = 0, Ω = 10, κZ¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 1
Figura A.287 Trayectoria y líneas de corriente: λ = 2,
β = 0, Ω = 10, κZ¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 10







Figura A.288 Posición frente velocidad: λ = 2,
β = 0, Ω = 10, κZ¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 10
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Figura A.289 Trayectoria y líneas de corriente: λ = 2,
β = 1, Ω = 0, κZ¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 0






Figura A.290 Posición frente velocidad: λ = 2,
β = 1, Ω = 0, κZ¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 0
Figura A.291 Trayectoria y líneas de corriente: λ = 2,
β = 1, Ω = 0, κZ¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 1







Figura A.292 Posición frente velocidad: λ = 2,
β = 1, Ω = 0, κZ¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 1
Figura A.293 Trayectoria y líneas de corriente: λ = 2,
β = 1, Ω = 0, κZ¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 10







Figura A.294 Posición frente velocidad: λ = 2,
β = 1, Ω = 0, κZ¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 10
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Figura A.295 Trayectoria y líneas de corriente: λ = 2,
β = 1, Ω = 1, κZ¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 0






Figura A.296 Posición frente velocidad: λ = 2,
β = 1, Ω = 1, κZ¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 0
Figura A.297 Trayectoria y líneas de corriente: λ = 2,
β = 1, Ω = 1, κZ¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 1






Figura A.298 Posición frente velocidad: λ = 2,
β = 1, Ω = 1, κZ¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 1
Figura A.299 Trayectoria y líneas de corriente: λ = 2,
β = 1, Ω = 1, κZ¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 10







Figura A.300 Posición frente velocidad: λ = 2,
β = 1, Ω = 1, κZ¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 10
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Figura A.301 Trayectoria y líneas de corriente: λ = 2,
β = 1, Ω = 10, κZ¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 0






Figura A.302 Posición frente velocidad: λ = 2,
β = 1, Ω = 10, κZ¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 0
Figura A.303 Trayectoria y líneas de corriente: λ = 2,
β = 1, Ω = 10, κZ¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 1







Figura A.304 Posición frente velocidad: λ = 2,
β = 1, Ω = 10, κZ¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 1
Figura A.305 Trayectoria y líneas de corriente: λ = 2,
β = 1, Ω = 10, κZ¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 10







Figura A.306 Posición frente velocidad: λ = 2,
β = 1, Ω = 10, κZ¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 10
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Figura A.307 Trayectoria y líneas de corriente: λ = 2,
β = 10, Ω = 0, κZ¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 0






Figura A.308 Posición frente velocidad: λ = 2,
β = 10, Ω = 0, κZ¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 0
Figura A.309 Trayectoria y líneas de corriente: λ = 2,
β = 10, Ω = 0, κZ¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 1







Figura A.310 Posición frente velocidad: λ = 2,
β = 10, Ω = 0, κZ¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 1
Figura A.311 Trayectoria y líneas de corriente: λ = 2,
β = 10, Ω = 0, κZ¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 10







Figura A.312 Posición frente velocidad: λ = 2,
β = 10, Ω = 0, κZ¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 10
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Figura A.313 Trayectoria y líneas de corriente: λ = 2,
β = 10, Ω = 1, κZ¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 0






Figura A.314 Posición frente velocidad: λ = 2,
β = 10, Ω = 1, κZ¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 0
Figura A.315 Trayectoria y líneas de corriente: λ = 2,
β = 10, Ω = 1, κZ¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 1






Figura A.316 Posición frente velocidad: λ = 2,
β = 10, Ω = 1, κZ¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 1
Figura A.317 Trayectoria y líneas de corriente: λ = 2,
β = 10, Ω = 1, κZ¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 10







Figura A.318 Posición frente velocidad: λ = 2,
β = 10, Ω = 1, κZ¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 10
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Figura A.319 Trayectoria y líneas de corriente: λ = 2,
β = 10, Ω = 10, κZ¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 0






Figura A.320 Posición frente velocidad: λ = 2,
β = 10, Ω = 10, κZ¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 0
Figura A.321 Trayectoria y líneas de corriente: λ = 2,
β = 10, Ω = 10, κZ¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 1







Figura A.322 Posición frente velocidad: λ = 2,
β = 10, Ω = 10, κZ¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 1
Figura A.323 Trayectoria y líneas de corriente: λ = 2,
β = 10, Ω = 10, κZ¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 10







Figura A.324 Posición frente velocidad: λ = 2,
β = 10, Ω = 10, κZ¯(0) = 1, ϖX¯,Y¯(0) = 10
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Figura A.325 Trayectoria y líneas de corriente: λ = 2,
β = 0, Ω = 0, κX¯,Y¯,Z¯(0) = 1/
√
3, ϖX¯,Y¯(0) = 0






Figura A.326 Posición frente velocidad: λ = 2,
β = 0, Ω = 0, κX¯,Y¯,Z¯(0) = 1/
√
3, ϖX¯,Y¯(0) = 0
Figura A.327 Trayectoria y líneas de corriente: λ = 2,
β = 0, Ω = 0, κX¯,Y¯,Z¯(0) = 1/
√
3, ϖX¯,Y¯(0) = 1






Figura A.328 Posición frente velocidad: λ = 2,
β = 0, Ω = 0, κX¯,Y¯,Z¯(0) = 1/
√
3, ϖX¯,Y¯(0) = 1
Figura A.329 Trayectoria y líneas de corriente: λ = 2,
β = 0, Ω = 0, κX¯,Y¯,Z¯(0) = 1/
√
3, ϖX¯,Y¯(0) = 10







Figura A.330 Posición frente velocidad: λ = 2,
β = 0, Ω = 0, κX¯,Y¯,Z¯(0) = 1/
√
3, ϖX¯,Y¯(0) = 10
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Figura A.331 Trayectoria y líneas de corriente: λ = 2,
β = 0, Ω = 1, κX¯,Y¯,Z¯(0) = 1/
√
3, ϖX¯,Y¯(0) = 0






Figura A.332 Posición frente velocidad: λ = 2,
β = 0, Ω = 1, κX¯,Y¯,Z¯(0) = 1/
√
3, ϖX¯,Y¯(0) = 0
Figura A.333 Trayectoria y líneas de corriente: λ = 2,
β = 0, Ω = 1, κX¯,Y¯,Z¯(0) = 1/
√
3, ϖX¯,Y¯(0) = 1







Figura A.334 Posición frente velocidad: λ = 2,
β = 0, Ω = 1, κX¯,Y¯,Z¯(0) = 1/
√
3, ϖX¯,Y¯(0) = 1
Figura A.335 Trayectoria y líneas de corriente: λ = 2,
β = 0, Ω = 1, κX¯,Y¯,Z¯(0) = 1/
√
3, ϖX¯,Y¯(0) = 10







Figura A.336 Posición frente velocidad: λ = 2,
β = 0, Ω = 1, κX¯,Y¯,Z¯(0) = 1/
√
3, ϖX¯,Y¯(0) = 10
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Figura A.337 Trayectoria y líneas de corriente: λ = 2,
β = 0, Ω = 10, κX¯,Y¯,Z¯(0) = 1/
√
3, ϖX¯,Y¯(0) = 0






Figura A.338 Posición frente velocidad: λ = 2,
β = 0, Ω = 10, κX¯,Y¯,Z¯(0) = 1/
√
3, ϖX¯,Y¯(0) = 0
Figura A.339 Trayectoria y líneas de corriente: λ = 2,
β = 0, Ω = 10, κX¯,Y¯,Z¯(0) = 1/
√
3, ϖX¯,Y¯(0) = 1








Figura A.340 Posición frente velocidad: λ = 2,
β = 0, Ω = 10, κX¯,Y¯,Z¯(0) = 1/
√
3, ϖX¯,Y¯(0) = 1
Figura A.341 Trayectoria y líneas de corriente: λ = 2,
β = 0, Ω = 10, κX¯,Y¯,Z¯(0) = 1/
√
3, ϖX¯,Y¯(0) = 10






Figura A.342 Posición frente velocidad: λ = 2,
β = 0, Ω = 10, κX¯,Y¯,Z¯(0) = 1/
√
3, ϖX¯,Y¯(0) = 10
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Figura A.343 Trayectoria y líneas de corriente: λ = 2,
β = 1, Ω = 0, κX¯,Y¯,Z¯(0) = 1/
√
3, ϖX¯,Y¯(0) = 0







Figura A.344 Posición frente velocidad: λ = 2,
β = 1, Ω = 0, κX¯,Y¯,Z¯(0) = 1/
√
3, ϖX¯,Y¯(0) = 0
Figura A.345 Trayectoria y líneas de corriente: λ = 2,
β = 1, Ω = 0, κX¯,Y¯,Z¯(0) = 1/
√
3, ϖX¯,Y¯(0) = 1






Figura A.346 Posición frente velocidad: λ = 2,
β = 1, Ω = 0, κX¯,Y¯,Z¯(0) = 1/
√
3, ϖX¯,Y¯(0) = 1
Figura A.347 Trayectoria y líneas de corriente: λ = 2,
β = 1, Ω = 0, κX¯,Y¯,Z¯(0) = 1/
√
3, ϖX¯,Y¯(0) = 10







Figura A.348 Posición frente velocidad: λ = 2,
β = 1, Ω = 0, κX¯,Y¯,Z¯(0) = 1/
√
3, ϖX¯,Y¯(0) = 10
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Figura A.349 Trayectoria y líneas de corriente: λ = 2,
β = 1, Ω = 1, κX¯,Y¯,Z¯(0) = 1/
√
3, ϖX¯,Y¯(0) = 0






Figura A.350 Posición frente velocidad: λ = 2,
β = 1, Ω = 1, κX¯,Y¯,Z¯(0) = 1/
√
3, ϖX¯,Y¯(0) = 0
Figura A.351 Trayectoria y líneas de corriente: λ = 2,
β = 1, Ω = 1, κX¯,Y¯,Z¯(0) = 1/
√
3, ϖX¯,Y¯(0) = 1








Figura A.352 Posición frente velocidad: λ = 2,
β = 1, Ω = 1, κX¯,Y¯,Z¯(0) = 1/
√
3, ϖX¯,Y¯(0) = 1
Figura A.353 Trayectoria y líneas de corriente: λ = 2,
β = 1, Ω = 1, κX¯,Y¯,Z¯(0) = 1/
√
3, ϖX¯,Y¯(0) = 10







Figura A.354 Posición frente velocidad: λ = 2,
β = 1, Ω = 1, κX¯,Y¯,Z¯(0) = 1/
√
3, ϖX¯,Y¯(0) = 10
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Figura A.355 Trayectoria y líneas de corriente: λ = 2,
β = 1, Ω = 10, κX¯,Y¯,Z¯(0) = 1/
√
3, ϖX¯,Y¯(0) = 0






Figura A.356 Posición frente velocidad: λ = 2,
β = 1, Ω = 10, κX¯,Y¯,Z¯(0) = 1/
√
3, ϖX¯,Y¯(0) = 0
Figura A.357 Trayectoria y líneas de corriente: λ = 2,
β = 1, Ω = 10, κX¯,Y¯,Z¯(0) = 1/
√
3, ϖX¯,Y¯(0) = 1








Figura A.358 Posición frente velocidad: λ = 2,
β = 1, Ω = 10, κX¯,Y¯,Z¯(0) = 1/
√
3, ϖX¯,Y¯(0) = 1
Figura A.359 Trayectoria y líneas de corriente: λ = 2,
β = 1, Ω = 10, κX¯,Y¯,Z¯(0) = 1/
√
3, ϖX¯,Y¯(0) = 10






Figura A.360 Posición frente velocidad: λ = 2,
β = 1, Ω = 10, κX¯,Y¯,Z¯(0) = 1/
√
3, ϖX¯,Y¯(0) = 10
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Figura A.361 Trayectoria y líneas de corriente: λ = 2,
β = 10, Ω = 0, κX¯,Y¯,Z¯(0) = 1/
√
3, ϖX¯,Y¯(0) = 0






Figura A.362 Posición frente velocidad: λ = 2,
β = 10, Ω = 0, κX¯,Y¯,Z¯(0) = 1/
√
3, ϖX¯,Y¯(0) = 0
Figura A.363 Trayectoria y líneas de corriente: λ = 2,
β = 10, Ω = 0, κX¯,Y¯,Z¯(0) = 1/
√
3, ϖX¯,Y¯(0) = 1






Figura A.364 Posición frente velocidad: λ = 2,
β = 10, Ω = 0, κX¯,Y¯,Z¯(0) = 1/
√
3, ϖX¯,Y¯(0) = 1
Figura A.365 Trayectoria y líneas de corriente: λ = 2,
β = 10, Ω = 0, κX¯,Y¯,Z¯(0) = 1/
√
3, ϖX¯,Y¯(0) = 10







Figura A.366 Posición frente velocidad: λ = 2,
β = 10, Ω = 0, κX¯,Y¯,Z¯(0) = 1/
√
3, ϖX¯,Y¯(0) = 10
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Figura A.367 Trayectoria y líneas de corriente: λ = 2,
β = 10, Ω = 1, κX¯,Y¯,Z¯(0) = 1/
√
3, ϖX¯,Y¯(0) = 0







Figura A.368 Posición frente velocidad: λ = 2,
β = 10, Ω = 1, κX¯,Y¯,Z¯(0) = 1/
√
3, ϖX¯,Y¯(0) = 0
Figura A.369 Trayectoria y líneas de corriente: λ = 2,
β = 10, Ω = 1, κX¯,Y¯,Z¯(0) = 1/
√
3, ϖX¯,Y¯(0) = 1






Figura A.370 Posición frente velocidad: λ = 2,
β = 10, Ω = 1, κX¯,Y¯,Z¯(0) = 1/
√
3, ϖX¯,Y¯(0) = 1
Figura A.371 Trayectoria y líneas de corriente: λ = 2,
β = 10, Ω = 1, κX¯,Y¯,Z¯(0) = 1/
√
3, ϖX¯,Y¯(0) = 10







Figura A.372 Posición frente velocidad: λ = 2,
β = 10, Ω = 1, κX¯,Y¯,Z¯(0) = 1/
√
3, ϖX¯,Y¯(0) = 10
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Figura A.373 Trayectoria y líneas de corriente: λ = 2,
β = 10, Ω = 10, κX¯,Y¯,Z¯(0) = 1/
√
3, ϖX¯,Y¯(0) = 0






Figura A.374 Posición frente velocidad: λ = 2,
β = 10, Ω = 10, κX¯,Y¯,Z¯(0) = 1/
√
3, ϖX¯,Y¯(0) = 0
Figura A.375 Trayectoria y líneas de corriente: λ = 2,
β = 10, Ω = 10, κX¯,Y¯,Z¯(0) = 1/
√
3, ϖX¯,Y¯(0) = 1








Figura A.376 Posición frente velocidad: λ = 2,
β = 10, Ω = 10, κX¯,Y¯,Z¯(0) = 1/
√
3, ϖX¯,Y¯(0) = 1
Figura A.377 Trayectoria y líneas de corriente: λ = 2,
β = 10, Ω = 10, κX¯,Y¯,Z¯(0) = 1/
√
3, ϖX¯,Y¯(0) = 10






Figura A.378 Posición frente velocidad: λ = 2,
β = 10, Ω = 10, κX¯,Y¯,Z¯(0) = 1/
√
3, ϖX¯,Y¯(0) = 10

Apéndice B
Ejemplo de código usado en
MATHEMATICA®
B.1 Código para simulaciones del medio superconductor
Código B.1 Código para adquirir los resultados de la simulación en el medio superconductor
1 (*Valor de parámetros*)
2 l=1; (*Parámetro geométrico: l={0,1,2} *)
3 b=1; (*Parámetro magnético: b={0,1,10}*)
4 w=1; (*Velocidad rotación eje dipolo: w={0,1,10}*)
5
6 (*Ecuaciones adimensionales del movimiento ideal*)
7 eqs={z’[t]==vz[t ],
8 vz ’[ t]==–1+(1+kz[t]^2)/z[t]^4,
9 kx ’[ t]==ky[t] w–kz[t]wy[t ],
10 ky ’[ t]==kz[t] wx[t]–kx[t ]w,
11 kz ’[ t]==kx[t] wy[t]–ky[t ]wx[t ],
12 wx’[t]==wy[t] w (1–l)+2b (ky[t] kz[t ]) /(3 z[ t]^3) ,




17 (*Solución del sistema*)
18 tsol=1000;
19 sol=NDSolve[eqs,{z[t],vz[t ], kx[t ], ky[t ], kz[t ],wx[t ],wy[t ]},{ t ,0, tsol }];
20 Z[t_ ]:=Evaluate[z[ t ]/. sol [[1]]];
21 Vz[t_ ]:=Evaluate[vz[t ]/. sol [[1]]];
22 Kx[t_ ]:=Evaluate[kx[t ]/. sol [[1]]];
23 Ky[t_ ]:=Evaluate[ky[t ]/. sol [[1]]];
24 Kz[t_ ]:=Evaluate[kz[t ]/. sol [[1]]];
25 Wx[t_]:=Evaluate[wx[t ]/. sol [[1]]];
26 Wy[t_]:=Evaluate[wy[t ]/. sol [[1]]];
27
28 (*Definición vector k4 en base fija según orientación inicial *)
29 If [Kx[0]==0,
30 eqi={ix ’[ t]==w iy[t]–Wy[t] iz [ t ],
31 iy ’[ t]==Wx[t] iz[t ]–w ix[ t ],
32 iz ’[ t]==Wy[t] ix[t ]–Wx[t] iy [ t ],
33 ix[0]==0,iy[0]==Kz[0]/Sqrt[Kz[0]^2+(–Ky[0])^2],iz[0]==–Ky[0]/Sqrt[Kz[0]^2+(–Ky[0])^2]};
34 eqj={jx ’[ t]==w jy[t]–Wy[t] jz [ t ],
35 jy ’[ t]==Wx[t] jz[t ]–w jx[ t ],
36 jz ’[ t]==Wy[t] jx[t ]–Wx[t] jy [ t ],
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37 jx[0]==(–Ky[0]^2–Kz[0]^2)/Sqrt[(–Ky[0]^2–Kz[0]^2)^2+(Kx[0]Ky[0])^2+(Kx[0] Kz[0])^2],
38 jy[0]==Kx[0]Ky[0]/Sqrt[(–Ky[0]^2–Kz[0]^2)^2+(Kx[0]Ky[0])^2+(Kx[0] Kz[0])^2],
39 jz [0]==Kx[0] Kz[0]/Sqrt [(–Ky[0]^2–Kz[0]^2)^2+(Kx[0]Ky[0])^2+(Kx[0] Kz[0])^2]};
40 ,
41 If [Ky[0]==0,
42 eqi={ix ’[ t]==w iy[t]–Wy[t] iz [ t ],
43 iy ’[ t]==Wx[t] iz[t ]–w ix[ t ],
44 iz ’[ t]==Wy[t] ix[t ]–Wx[t] iy [ t ],
45 ix[0]==–Kz[0]/Sqrt[(–Kz [0])^2+Kx[0]^2],iy[0]==0,iz[0]==Kx[0]/Sqrt[(–Kz[0])^2+Kx[0]^2]};
46 eqj={jx ’[ t]==w jy[t]–Wy[t] jz [ t ],
47 jy ’[ t]==Wx[t] jz[t ]–w jx[ t ],
48 jz ’[ t]==Wy[t] jx[t ]–Wx[t] jy [ t ],
49 jx[0]==Kx[0]Ky[0]/Sqrt[(Kx[0]Ky [0])^2+(–Kx[0]^2–Kz[0]^2)^2+(Ky[0] Kz[0])^2],
50 jy[0]==(–Kx[0]^2–Kz[0]^2)/Sqrt[(Kx[0]Ky[0])^2+(–Kx[0]^2–Kz[0]^2)^2+(Ky[0] Kz[0])^2],
51 jz [0]==Ky[0] Kz[0]/Sqrt [(Kx[0]Ky [0])^2+(–Kx[0]^2–Kz[0]^2)^2+(Ky[0] Kz[0])^2]};
52 ,
53 eqi={ix ’[ t]==w iy[t]–Wy[t] iz [ t ],
54 iy ’[ t]==Wx[t] iz[t ]–w ix[ t ],
55 iz ’[ t]==Wy[t] ix[t ]–Wx[t] iy [ t ],
56 ix[0]==Ky[0]/Sqrt[Ky[0]^2+(–Kx[0])^2],iy[0]==–Kx[0]/Sqrt[Ky[0]^2+(–Kx[0])^2],iz[0]==0};
57 eqj={jx ’[ t]==w jy[t]–Wy[t] jz [ t ],
58 jy ’[ t]==Wx[t] jz[t ]–w jx[ t ],
59 jz ’[ t]==Wy[t] jx[t ]–Wx[t] jy [ t ],
60 jx[0]==Kx[0]Kz[0]/Sqrt[(Kx[0]Kz [0])^2+(Ky[0] Kz[0])^2+(–Kx[0]^2–Ky[0]^2)^2],
61 jy[0]==Ky[0] Kz[0]/Sqrt [(Kx[0]Kz [0])^2+(Ky[0] Kz[0])^2+(–Kx[0]^2–Ky[0]^2)^2],




66 (*Orientación dipolo en base fija )*
67 (*Vector i en base fija *)
68 soli=NDSolve[eqi,{ix[t ], iy [ t ], iz [ t ]},{ t ,0, tsol }];
69 Ix [ t_ ]:=Evaluate[ ix [ t ]/. soli [[1]]];
70 Iy [ t_ ]:=Evaluate[ iy [ t ]/. soli [[1]]];
71 Iz [ t_ ]:=Evaluate[ iz [ t ]/. soli [[1]]];
72 (*Vector j en base fija *)
73 solj=NDSolve[eqj,{jx[t ], jy [ t ], jz [ t ]},{ t ,0, tsol }];
74 Jx[ t_ ]:=Evaluate[ jx [ t ]/. solj [[1]]];
75 Jy[ t_ ]:=Evaluate[ jy [ t ]/. solj [[1]]];
76 Jz [ t_ ]:=Evaluate[ jz [ t ]/. solj [[1]]];
77
78 (*Vectores unitarios solidarios al sólido referidos a la base fija *)
79 I4 [ t_ ]:={ Ix [ t ], Jx[ t ], Kx[t ]};
80 J4[ t_ ]:={ Iy [ t ], Jy[ t ], Ky[t ]};
81 K4[t_ ]:={ Iz [ t ], Jz [ t ], Kz[t ]};
82
83 (*Momento dipolar magnético y posición de dipolo real*)
84 m[1,t_]={ Iz [ t ], Jz [ t ], Kz[t ]};
85 R[1, t_ ]={0,0, Z[t ]};
86
87 (*Momento dipolar magnético y posición de dipolo imagen*)
88 m[2,t_]={ Iz [ t ], Jz [ t ],–Kz[t ]};
89 R[2, t_ ]={0,0,–Z[t ]};
90
91 (*Posición en el espacio*)
92 Rs={x,y ,z };
93
94 (*Posiciones relativas *)
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95 Do[dR[i,t_]=Rs–R[i,t ],{ i ,2}]
96 Do[dd[i,t_]=Sqrt[dR[i , t ]. dR[i , t ]],{ i ,2}]
97 s[ t_]=R[1,t ]–R[2, t ];
98 d[t_]=Sqrt[s[ t ]. s[ t ]];
99
100 (*Campo magnético en el espacio*)
101 B[x_ ,y_ ,z_ , t_]=Simplify[Sum[3(m[i,t ].dR[i , t ])dR[i , t ]/dd[i , t]^5–m[i,t ]/dd[i , t ]^3,{ i ,2}]];
102
103 (*Campo magnético del dipolo imagen sobre el dipolo real*)
104 Bm[t_]=3(m[2,t].s[ t ]) s[ t ]/d[t]^5–m[2,t]/d[t]^3;
105
106 (*Densidad superficial de corriente*)
107 Ks[x0_ ,y0_, t_]=Simplify[Drop[Cross [{0,0,1}, B[x0,y0 ,0, t ]],–1]];
108 MKs[x0_,y0_,t_]=Sqrt[Simplify[Ks[x0,y0,t ]. Ks[x0,y0,t ]]];
109
110 (*Función corriente*)
111 {Kx[x0_,y0_, t_ ], Ky[x0_,y0_, t_ ]}=Ks[x0,y0,t ];
112
113 (*Función corriente sin parametrizar*)
114 f [x0_ , t_]=Integrate[Ky[x0 ,0, t ], x0 ];
115 K1=f[x0,t ]–f [0, t ];
116 g[y0_, t_]=Integrate[–Kx[x0,y0,t ], y0 ];
117 K2=g[y0,t]–g[0,t ];
118 K[x0_,y0_, t_]=K1+K2;
B.2 Código para simulaciones del medio óhmico
Código B.2 Código para adquirir los resultados de la simulación en el medio óhmico
1 (*Valor de parámetros*)
2 z0=1; (*Altura inicial : z0={1,2,3} *)
3 a=1; (*Parámetro conductivo: a={0.1,1,10} *)
4
5 (*Ecuaciones adimensionales del movimiento*)
6 eqs={z’[t]==vz[t ],
7 vz ’[ t]==–1–a vz[t]/z[ t]^4,
8 z[0]==z0,vz[0]==0};
9
10 (*Solución del sistema*)
11 tsol=1000;
12 sol=NDSolve[eqs,{z[t],vz[t ]},{ t ,0, tsol }];
13 Z[t_ ]:=Evaluate[z[ t ]/. sol [[1]]];
14 Vz[t_ ]:=Evaluate[vz[t ]/. sol [[1]]];
15
16 (*Momento dipolar magnético, posición de dipolo real y posición en el espacio*)
17 m={0,0,1};
18 R[t_ ]={0,0, Z[t ]};
19 Rs={x,y ,z };
20
21 (*Posición relativa *)
22 dR[t_]=Rs–R[t]
23 dd[t_]=Sqrt[dR[t ].dR[t ]]
24
25 (*Campo magnético en el espacio*)
26 B[x_ ,y_ ,z_ , t_]=Simplify[3(m.dR[t])dR[t]/dd[t]^5–m/dd[t]^3];
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